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Por que este Livro?

Há uma abundância de livros que ensinam estruturas introdutórias de
dados. Alguns deles são muito bons. A maioria deles custa caro, e a
grande maioria dos estudantes de graduação em ciência da computação
desembolsará pelo menos algum dinheiro em um livro de estruturas de
dados.

Vários livros de código aberto de estruturas de dados estão disponíveis
on-line. Alguns são muito bons, mas a maioria deles estão ficando velhos.
A maioria desses livros tornaram-se gratuitos quando seus autores e/ou
editores decidiram parar de atualizá-los. A atualização desses livros ge-
ralmente não é possível, por duas razões: (1) O copyright pertence ao
autor e/ou editor, qualquer um dos quais não pode permitir. (2) O código
fonte para esses livros muitas vezes não está disponível. Ou seja, o Word,
WordPerfect, FrameMaker ou fonte LATEX para o livro não está disponível,
e até mesmo a versão do software que manipula essa fonte pode não estar
disponível.

O objetivo deste projeto é liberar estudantes de ciência da computa-
ção de graduação de ter que pagar por um livro introdutório de estruturas
de dados. Decidi implementar este objetivo tratando este livro como um
projeto de software Open Source . Os scripts do fonte em LATEX, fon-
tes em pseudocódigo e de construção para o livro estão disponíveis para
download no site do autor1 ou da versão em português2, e também, mais
importante, em uma fonte confiável de gerenciamento de código.34

O código-fonte no site é disponível sob uma licença Creative Com-

1http://opendatastructures.org
2https://www.araujo.eng.uerj.br/
3https://github.com/patmorin/ods
4https://github.com/jaraujouerj/Estruturas-de-Dados-Abertos
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Por que este livro?

mons Attribution, o que significa que qualquer pessoa é livre para com-
partilhar, para copiar, distribuir e transmitir a obra; e para remixar: para
adaptar o trabalho, incluindo o direito de fazer uso comercial da obra. A
única condição para esses direitos é a atribuição: você deve reconhecer que
o trabalho derivado contém código e/ou texto de opendatastructures.

org.
Qualquer um pode contribuir com correções usando o sistema de ge-

renciamento de código-fonte git. Qualquer pessoa pode também derivar
fontes do livro para desenvolver uma versão separada (por exemplo, em
outra linguagem de programação). Minha esperança é que, fazendo as
coisas desta maneira, este livro continue a ser um livro de texto útil muito
depois de terminar meu interesse no projeto, ou meu pulso (o que ocorrer
primeiro).

xii

opendatastructures.org
opendatastructures.org


Capítulo 1

Introdução

Todo currículo de ciência da computação no mundo inclui um curso sobre
estruturas de dados e algoritmos. Estruturas de dados são importantes;
elas melhoram a nossa qualidade de vida e até mesmo podem salvar vidas
rotineiramente. Muitas empresas multi-bilionárias foram construídas em
torno de estruturas de dados.

Como isso acontece? Se paramos para pensar sobre isso, percebemos
que interagimos constantemente com as estruturas de dados.

• Abrir um arquivo: As estruturas de dados do sistema de arquivos
são usadas para localizar as partes desse arquivo no disco para que
possam ser recuperadas. Isso não é fácil: discos contêm centenas de
milhões de blocos. O conteúdo do seu arquivo pode ser armazenado
em qualquer um deles.

• Procurar um contato em seu telefone: uma estrutura de dados é
usada para procurar um número de telefone em sua lista de conta-
tos com base em informações parciais mesmo antes de terminar de
discagem/digitação. Isso não é fácil: seu telefone pode conter infor-
mações sobre um grande número de pessoas — todos os que você
já contactou por telefone ou e-mail — e seu telefone não tem um
processador muito rápido ou muita memória.

• Fazer login na sua rede social favorita: os servidores de rede usam
suas informações de login para procurar as informações de sua conta.
Isso não é fácil: as redes sociais mais populares têm centenas de mi-
lhões de usuários ativos.
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• Fazer uma pesquisa na web: O mecanismo de pesquisa usa estru-
turas de dados para encontrar as páginas da web que contêm seus
termos de pesquisa. Isso não é fácil: há mais de 8,5 bilhões de pá-
ginas na Internet e cada página contém muitos termos de pesquisa
em potencial.

• Telefone de serviços de emergência (1-9-0): A rede de serviços de
emergência procura o seu número de telefone em uma estrutura
de dados que mapeia números de telefone para endereços para que
carros de polícia, ambulâncias ou caminhões de bombeiros possam
ser enviados para lá sem demora. Isso é importante: a pessoa que
faz a chamada pode não ser capaz de fornecer o endereço exato que
eles estão chamando e um atraso pode significar a diferença entre a
vida ou a morte.

1.1 A Necessidade de Eficiência

Na próxima seção, analisamos as operações suportadas pelas estruturas
de dados mais usadas. Qualquer pessoa com um pouco de experiência de
programação verá que essas operações não são difíceis de implementar
corretamente. Podemos armazenar os dados em uma matriz ou uma lista
vinculada e cada operação pode ser implementada iterando sobre todos
os elementos da matriz ou lista e possivelmente adicionando ou remo-
vendo um elemento.

Este tipo de implementação é fácil, mas não muito eficiente. Mas isso
realmente importa? Os computadores estão se tornando cada vez mais
rápidos. Talvez a implementação óbvia seja boa o suficiente. Vamos fazer
alguns cálculos aproximados para descobrir.

Número de operações: Imagine um aplicativo com um conjunto de da-
dos de tamanho moderado, digamos de um milhão (106) de itens. É ra-
zoável, na maioria das aplicações, assumir que o aplicativo vai procurar
cada item pelo menos uma vez. Isso significa que podemos esperar fazer
pelo menos um milhão (106) de pesquisas nesses dados. Se cada uma des-
sas 106 inspeções inspecionar cada um dos 106 itens, isto dá um total de
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106 × 106 = 1012 (um trilhão) de inspeções.

Velocidade do processador: No momento da escrita deste texto, mesmo
um computador desktop muito rápido não pode fazer mais de um bilhão
(109) de operações por segundo.1 Isto significa que esta aplicação tomará
pelo menos 1012/109 = 1000 segundos, ou cerca de 16 minutos e 40 se-
gundos. Dezesseis minutos é uma eternidade no tempo do computador,
mas uma pessoa pode estar disposta a aturar isso (Se ele ou ela saiu para
uma pausa para o café).

Grandes conjuntos de dados: Agora considere uma empresa como o Go-
ogle, que indexa mais de 8,5 bilhões de páginas da web. Pelo nossos
cálculos, fazer qualquer tipo de consulta sobre esses dados levaria pelo
menos 8,5 segundos. Já sabemos que não é esse o caso; pesquisas na web
concluem em menos de 8,5 segundos, e fazemos consultas muito mais
complicadas do que apenas perguntar se uma determinada página está
em sua lista de páginas indexadas. Atualmente, o Google recebe aproxi-
madamente 4.500 consultas por segundo, o que significa que elas exigem
pelo menos 4.500 × 8.5 = 38.250 servidores muito rápidos apenas para
manter-se.

A solução: Esses exemplos nos dizem que as implementações óbvias de
estruturas de dados não se dimensionam bem quando o número de itens,
n, na estrutura de dados e o número de operações, m, realizados na es-
trutura de dados são ambos grandes. Nestes casos, o tempo (medido em,
digamos, instruções de máquina) é aproximadamente n×m.

A solução, é claro, é organizar cuidadosamente os dados dentro da es-
trutura de dados para que nem todas as operações exijam que todos os
itens de dados sejam inspecionados. Embora pareça impossível no início,
veremos estruturas de dados onde uma pesquisa requer apenas dois itens
em média, independentemente do número de itens armazenados na es-
trutura de dados. Em nosso computador de um bilhão de instruções por
segundo, levamos apenas 0.000000002 segundos para pesquisar em uma

1As velocidades do computador são, no máximo, de alguns gigahertz (bilhões de ciclos
por segundo), e cada operação tipicamente leva alguns ciclos.
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estrutura de dados contendo um bilhão de itens (ou um trilhão, ou um
quatrilhão, ou até mesmo um quintilhão de itens).

Também veremos implementações de estruturas de dados que man-
têm os itens em uma ordem específica, na qual o número de itens ins-
pecionados durante uma operação cresce muito lentamente em função
do número de itens na estrutura de dados. Por exemplo, podemos manter
um conjunto ordenado de um bilhão de itens enquanto inspecionamos no
máximo 60 itens durante qualquer operação. Em nosso computador de
um bilhão de instruções por segundo, essas operações levam 0.00000006
segundos cada.

O restante deste capítulo revisa brevemente alguns dos principais con-
ceitos utilizados ao longo do restante do livro. A Seção 1.2 descreve as in-
terfaces implementadas por todas as estruturas de dados descritas neste
manual e deve ser considerada leitura obrigatória. As seções restantes
discutem:

• Alguma revisão matemática incluindo exponenciais, logaritmos, fa-
toriais, notação assintótica (big-O, às vezes usada no Brasil como
grande-O ou O-grande), probabilidade e randomização;

• o modelo de computação;

• correção, tempo de execução e espaço;

• uma visão geral do resto dos capítulos; e

• o código de exemplo e as convenções de escrita.

Um leitor com ou sem um conhecimento nessas áreas pode facilmente
ignorá-las agora e voltar a elas mais tarde, se necessário.

1.2 Interfaces

Ao discutir estruturas de dados, é importante entender a diferença entre a
interface de uma estrutura de dados e sua implementação. Uma interface
descreve o que uma estrutura de dados faz, enquanto uma implementa-
ção descreve como a estrutura de dados o faz.
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Uma interface, às vezes também chamada de tipo abstrato de dados, de-
fine o conjunto de operações suportado por uma estrutura de dados e a
semântica, ou significado, dessas operações. Uma interface não nos diz
nada sobre como a estrutura de dados implementa essas operações; ela
fornece somente uma lista de operações suportadas junto com especifi-
cações sobre quais tipos de argumentos cada operação aceita e o valor
retornado por cada operação.

Uma implementação de estrutura de dados, por outro lado, inclui a re-
presentação interna da estrutura de dados, bem como as definições dos
algoritmos que implementam as operações suportadas pela estrutura de
dados. Assim, pode haver muitas implementações de uma única inter-
face. Por exemplo, no Capítulo 2, veremos implementações da interface
Lista usando arrays e no Capítulo 3 veremos implementações da inter-
face Lista usando estruturas de dados baseadas em ponteiro. Cada uma
implementa a mesma interface, Lista, mas de maneiras diferentes.

1.2.1 As Interfaces Fila (Queue), Pilha (Stack) e Deque

A interface de Fila representa uma coleção de elementos aos quais pode-
mos adicionar elementos e remover o próximo elemento. Mais precisa-
mente, as operações suportadas pela interface Fila são

• add(x): enfileira o valor x na Fila

• remove(): remove o próximo (enfileirado anteriormente) valor, y, da
Fila e retorna y

Observe que a operação remove() não assume nenhum argumento. A dis-
ciplina de enfileiramento da Fila decide qual elemento deve ser remo-
vido. Existem muitas disciplinas de filas possíveis, a mais comum in-
cluem FIFO, prioridade e LIFO.

Uma Fila FIFO (first-in-first-out), ilustrada na Figura 1.1, remove os
itens na mesma ordem em que foram adicionados, da mesma forma que
uma fila de uma caixa de supermercado. Este é o tipo mais comum de
Fila, de modo que o qualificador FIFO é muitas vezes omitido. Em outros
textos, as operações add(x) e remove() em uma fila FIFO são frequente-
mente chamadas de enqueue(x) e dequeue(), respectivamente.
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x · · ·

add(x)/enqueue(x) remove()/dequeue()

Figura 1.1: Uma Fila FIFO.

16

add(x) remove()/delete min()

x
6

13

3

Figura 1.2: Uma Fila de Prioridade.

Uma Fila de prioridade, ilustrada na Figura 1.2, sempre remove o me-
nor elemento da Fila, quebrando os laços arbitrariamente. Isto é seme-
lhante à maneira pela qual é feita a triagem de pacientes em uma sala
de emergência do hospital. À medida que os pacientes chegam, eles são
avaliados e depois colocados em uma sala de espera. Quando um médico
se torna disponível, ele ou ela primeiro trata o paciente com a condição
mais fatal. A operação remove() em uma Fila de Prioridade é normal-
mente chamada de delete_min() em outros textos.

Uma disciplina de enfileiramento muito comum é a disciplina LIFO
(last-in-first-out), ilustrada na Figura 1.3. Em uma Fila LIFO, o elemento
adicionado mais recentemente é o próximo removido. Isto é melhor vi-
sualizado em termos de uma pilha de pratos. Os pratos são colocados no
topo da pilha e também removidos da parte superior da pilha. Essa estru-
tura é tão comum que ele recebe seu próprio nome: Stack. Muitas vezes,
ao discutir uma Stack, os nomes de add(x) e remove() são alterados para
push(x) e pop(); isso é para evitar confundir as disciplinas das filas LIFO
e FIFO.

Uma Deque é uma generalização de ambas Filas FIFO e LIFO (Stack).
Uma Deque representa uma sequência de elementos, com uma frente e
uma parte traseira. Os elementos podem ser adicionados na frente da
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· · ·

remove()/ pop()

add(x)/push(x)

x

Figura 1.3: Uma Pilha.

sequência ou na parte de trás da sequência. Os nomes das operações
de Deque são auto-explicativos: add_first(x),remove_first(), add_last(x)
e remove_last(). Vale a pena notar que uma Pilha pode ser implementada
usando apenas add_last(x) e remove_last(), enquanto uma fila FIFO pode
ser implementada usando add_last(x) e remove_first().

1.2.2 A interface de Lista: sequências lineares

Este livro falará muito pouco sobre as interfaces Fila FIFO, Pilha ou De-
que. Isso ocorre porque essas interfaces são um subconjunto da inter-
face Lista. Uma Lista, ilustrada na Figura 1.4, representa uma sequência,
x0, . . . ,xn−1 de valores. A interface Lista inclui as seguintes operações:

1. size(): retorna n, o tamanho da lista

2. get(i): retorna o valor xi

3. set(i,x): faz o valor de xi igual a x

4. add(i,x): enfileira x na posição i, deslocando xi, . . . ,xn−1;
Faz xj+1 = xj , para todo j ∈ {n− 1, . . . , i}, incrementa n, e faz xi = x

5. remove(i) remove o valor xi, deslocando xi+1, . . . ,xn−1;
Faz xj = xj+1, para todo j ∈ {i, . . . ,n− 2} e decrementa n
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e

4 5 6 7 n− 1
· · ·f b k ca

0 1 2 3

b c d

· · ·

Figura 1.4: Uma Lista representa uma sequência indexada por 0,1,2, . . . ,n − 1.
Nesta Lista, uma chamada para get(2) deve retornar o valor c.

Observe que essas operações são mais que suficientes para implementar
a interface Deque:

add_first(x) ⇒ add(0,x)

remove_first() ⇒ remove(0)

add_last(x) ⇒ add(size(),x)

remove_last() ⇒ remove(size()− 1)

Embora normalmente não discutamos as interfaces Pilha, Deque e Fila
FIFO nos capítulos subsequentes, os termos Pilha e Deque às vezes são
usados nos nomes das estruturas de dados que implementam a interface
Lista. Quando isso acontece, destaca o fato de que essas estruturas de
dados podem ser usadas para implementar a interface Pilha ou Deque de
forma muito eficiente. Por exemplo, a classe ArrayDeque é uma imple-
mentação da interface Lista que implementa todas as operações Deque
em tempo constante por operação.

1.2.3 A interface USet: conjuntos não ordenados

A interface USet representa um conjunto não ordenado de elementos úni-
cos, que imita a operação matemática set. Uma USet contém n elementos
distintos; nenhum elemento aparece mais de uma vez; eles não estão em
nenhuma ordem específica. Uma USet suporta as seguintes operações:

1. size(): retorna o número, n, de elementos no conjunto;

2. add(x): acrescenta o elemento x ao conjunto se ele ainda não estiver
presente.
Acrescenta x ao conjunto desde que não exista nenhum elemento y
no conjunto de tal modo que x seja igual a y. Retorna true se x foi
acrescentado ao conjunto e false caso contrário.
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3. remove(x): remove x do conjunto;
Encontra um elemento y no conjunto de modo que x seja igual a y e
remove y. Retorna y, ou nil se tal elemento não existe.

4. find(x): encontra x no conjunto se ele existe;
Encontra um elemento y no conjunto de modo que y seja igual a x.
Retorna y, ou nil se tal elemento não existe.

Essas definições são um pouco exigentes em distinguir x, o elemento
que estamos removendo ou encontrando, de y, o elemento que podemos
remover ou encontrar. Isso ocorre porque x e y podem realmente ser ob-
jetos distintos que são tratados como iguais. Tal distinção é útil porque
permite a criação de dicionários ou mapas que mapeiam chaves em valo-
res.

Para criar um dicionário/mapa, formamos objetos compostos chama-
dos Pares, cada um dos quais contém uma chave e um valor. Dois Pares
são tratados como iguais se suas chaves são iguais. Se armazenarmos al-
gum par (k,v) em uma USet e depois chamamos o método find(x) usando
o par x = (k,nil), o resultado será y = (k,v). Em outras palavras, é possível
recuperar o valor, v, dado apenas a chave, k.

1.2.4 A interface SSet: conjuntos ordenados

A interface SSet representa um conjunto ordenado de elementos. Uma
SSet armazena elementos com algum ordenamento geral, de modo que
quaisquer dois elementos x e y podem ser comparados. Nos exemplos de
código, isso será feito com um método chamado compare(x,y), no qual

compare(x,y)


< 0 se x < y
> 0 se x > y
= 0 se x = y

Uma SSet suporta os métodos size(), add(x) e remove(x) com a mesma
semântica da interface USet. A diferença entre uma USet e uma SSet é o
método find(x):

4. find(x): localiza x no conjunto ordenado;
Encontra o menor elemento y no conjunto de modo que y ≥ x. Re-
torna y ou nil se tal elemento não existir.
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Esta versão da operação find(x) é algumas vezes referida como uma
busca do sucessor. Ela difere de uma maneira fundamental de USet.find(x),
uma vez que retorna um resultado significativo, mesmo quando não há
nenhum elemento igual a x no conjunto.

A distinção entre as operações find(x) em USet e SSet é muito impor-
tante e muitas vezes não é atendida. A funcionalidade adicional forne-
cida por um SSet geralmente vem com um preço que inclui tanto um
maior tempo de execução e uma maior complexidade de implementação.
Por exemplo, na maioria das implementações SSet discutidas neste livro,
todas as operações find(x) possuem tempos de execução que são logarít-
micos de acordo com o tamanho do conjunto. Por outro lado, a imple-
mentação de um USet como um ChainedHashTable no Capítulo 5 tem
uma operação find(x) que é executada em tempo esperado constante. Ao
escolher qual dessas estruturas usar, deve-se sempre usar um USet a me-
nos que a funcionalidade adicional oferecida por um SSet seja realmente
necessário.

1.3 Base Matemática

Nesta seção, revisamos algumas notações matemáticas e ferramentas usa-
das ao longo deste livro, incluindo logaritmos, notação Big-O e teoria de
probabilidade. Esta revisão será breve e não pretende ser uma introdu-
ção. Os leitores que sentem dificuldades com essas bases são encorajados
a ler e fazer exercícios a partir das seções apropriadas do livro excelente
(e gratuito) sobre matemática para a ciência da computação [50].

1.3.1 Exponenciais e logaritmos

A expressão bx denota o número b elevado à potência x. Se x é um inteiro
positivo, então este é apenas o valor de b multiplicado por si próprio x−1
vezes:

bx = b × b × · · · × b︸         ︷︷         ︸
x

.
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Quando x é um inteiro negativo, b−x = 1/bx. Quando x = 0, bx = 1.
Quando b não é um inteiro, ainda podemos definir a exponenciação em
termos da função exponencial ex (ver abaixo), que é, ela própria, definida
em termos da série exponencial, mas isso é melhor deixar para um texto
de cálculo .

Neste livro, a expressão logb k denota o logaritmo base b de k. Ou seja,
o valor único x que satisfaz

bx = k .

A maioria dos logaritmos neste livro é de base 2 (logaritmos binários). Para
estes, omitimos a base, de modo que logk é abreviação para log2 k.

Uma maneira informal, porém útil, de pensar em logaritmos, é pensar
em logb k como o número de vezes que temos de dividir k por b antes
que o resultado seja menor ou igual a 1. Por exemplo, quando se faz
pesquisa binária, cada comparação reduz o número de respostas possíveis
por um fator de 2. Isso é repetido até que haja no máximo uma resposta
possível. Portanto, o número de comparação feita por pesquisa binária
quando há inicialmente no máximo n+1 respostas possíveis é no máximo
dlog2(n+ 1)e.

Outro logaritmo que aparece várias vezes neste livro é o logaritmo na-
tural. Aqui usamos a notação lnk para denotar loge k, onde e — constante
de Euler — é dada por

e = lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n
≈ 2.71828 .

O logaritmo natural surge frequentemente porque é o valor de uma inte-
gral particularmente comum:∫ k

1
1/xdx = lnk .

Duas das manipulações mais comuns que fazemos com logaritmos são
removê-los de um expoente:

blogb k = k

e mudar a base de um logaritmo:

logb k =
loga k
loga b

.
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Por exemplo, podemos usar essas duas manipulações para comparar os
logaritmos naturais e binários

lnk =
logk
loge

=
logk

(lne)/(ln2)
= (ln2)(logk) ≈ 0.693147logk .

1.3.2 Fatoriais

Em um ou dois lugares neste livro, a função fatorial é usada. Para um
inteiro não negativo n, a notação n! (Pronunciada “n fatorial”) é definida
como significando

n! = 1 · 2 · 3 · · · · ·n .

Fatoriais aparecem porque n! conta o número de permutações, isto é, or-
denamentos, de n elementos distintos. Para o caso especial n = 0, 0! é
definido como 1.

A quantidade n! pode ser aproximada usando Aproximação de Stirling:

n! =
√

2πn
(n
e

)n
eα(n) ,

onde
1

12n+ 1
< α(n) <

1
12n

.

A aproximação de Stirling também aproxima ln(n!):

ln(n!) = n lnn−n+
1
2

ln(2πn) +α(n)

(De fato, a Aproximação de Stirling é mais facilmente comprovada pela
aproximação ln(n!) = ln1 + ln2 + · · ·+ lnn pela integral

∫ n
1 lnndn = n lnn−

n+ 1.)
Os coeficientes binomiais são relacionadas à função fatorial. Para um

inteiro não-negativo n e um inteiro k ∈ {0, . . . ,n}, a notação
(n
k

)
indica:(

n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

.

O coeficiente binomial
(n
k

)
(pronunciado “n escolhido k”) conta o número

de subconjuntos de um conjunto de elementos n que têm o tamanho k,
isto é, o número de maneiras de escolher k inteiros distintos a partir do
conjunto {1, . . . ,n}.
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1.3.3 Notação assintótica

Ao analisar as estruturas de dados neste livro, queremos falar sobre os
tempos de execução de várias operações. Os tempos de execução exatos,
naturalmente, variam de computador para computador e até mesmo en-
tre as execuções em um computador individual. Quando falamos sobre o
tempo de execução de uma operação, estamos nos referindo ao número de
instruções do computador realizadas durante a operação. Mesmo para o
código simples, essa quantidade pode ser difícil de calcular exatamente.
Portanto, em vez de analisar exatamente os tempos de execução, usare-
mos a chamada notação big-O: para uma função f (n), O(f (n)) denota um
conjunto de funções,

O(f (n)) =
{
g(n) : existe c > 0, e n0 tais que
g(n) ≤ c · f (n) para todo n ≥ n0

}
.

Pensando graficamente, este conjunto consiste das funções g(n) onde c ·
f (n) começa a dominar g(n) quando n é suficientemente grande.

Geralmente, utilizamos notação assintótica para simplificar funções.
Por exemplo, no lugar de 5n logn+ 8n− 200 podemos escrever O(n logn).
Isto é comprovado da seguinte forma:

5n logn+ 8n− 200 ≤ 5n logn+ 8n

≤ 5n logn+ 8n logn para n ≥ 2 (então logn ≥ 1)

≤ 13n logn .

Isso demonstra que a função f (n) = 5n logn + 8n − 200 está no conjunto
O(n logn) usando as constantes c = 13 e n0 = 2.

Diversos atalhos úteis podem ser aplicados ao usar notação assintó-
tica. Primeiro

O(nc1 ) ⊂O(nc2 ) ,

para qualquer c1 < c2. Segundo: para quaisquer constantes a,b,c > 0,

O(a) ⊂O(logn) ⊂O(nb) ⊂O(cn) .

Essas relações de inclusão podem ser multiplicadas por qualquer valor
positivo, e elas ainda são válidas. Por exemplo, a multiplicação por n
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produz:
O(n) ⊂O(n logn) ⊂O(n1+b) ⊂O(ncn) .

Continuando em uma longa e distinta tradição, abusaremos desta no-
tação escrevendo coisas como f1(n) = O(f (n)) quando o que realmente
queremos dizer é f1(n) ∈ O(f (n)). Também faremos declarações como “o
tempo de execução desta operação é O(f (n))” quando essa instrução deve
ser “o tempo de execução desta operação é membro de O(f (n)).” Esses
atalhos são principalmente para evitar incômodos da linguagem e para
facilitar a utilização de notação assintótica dentro de cadeias de equações.

Um exemplo particularmente estranho disso ocorre quando escreve-
mos

T (n) = 2logn+O(1) .

Novamente, isso seria mais corretamente escrito como

T (n) ≤ 2logn+ [algum membro de O(1)] .

A expressão O(1) também traz outra questão. Como não há nenhuma
variável nessa expressão, pode não estar claro qual variável está ficando
arbitrariamente grande. Sem contexto, não há maneira de dizer. No
exemplo acima, uma vez que a única variável no restante da equação é
n, podemos supor que isto deve ser lido como T (n) = 2logn +O(f (n)),
onde f (n) = 1.

A notação Big-O não é algo novo ou exclusivo da ciência da compu-
tação. Foi usada pelo teórico do número Paul Bachmann já em 1894, e é
imensamente útil para descrever os tempos de execução de algoritmos de
computador. Considere o seguinte código:

fragmento()
i← 0
while i < n do

a[i]← i

i++

Uma execução deste método envolve

• 1 atribuição ( i ← 0),
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• n + 1 comparações (i < n),

• n incrementos (i + +),

• n cálculos de deslocamentos no vetor (a[i]), e

• n atribuições indiretas (a[i]← i).

Então, nós poderíamos escrever este tempo de execução como

T (n) = a+ b(n + 1) + cn + dn + en ,

Onde a, b, c, d, e e são constantes que dependem da máquina que está
executando o código e representam o tempo para executar atribuições,
comparações, operações de incremento, cálculos de deslocamento no ar-
ray e atribuições, respectivamente. No entanto, se esta expressão repre-
senta o tempo de execução de duas linhas de código, então claramente
este tipo de análise não será tratável para códigos ou algoritmos complica-
dos. Usando a notação big-O, o tempo de execução pode ser simplificado
para

T (n) =O(n) .

Não só isso é mais compacto, mas também dá quase tanta informação
quanto a expressão anterior. O fato de que o tempo de execução depende
das constantes a, b, c, d e e no exemplo acima significa que, em geral, não
será possível comparar dois tempos de execução para saber qual é mais
rápido sem conhecer os valores dessas constantes. Mesmo se fizermos o
esforço para determinar essas constantes (digamos, por meio de testes de
tempo), então nossa conclusão será válida apenas para a máquina em que
executamos nossos testes.

A notação Big-O nos permite raciocinar a um nível muito mais alto,
tornando possível analisar funções mais complicadas. Se dois algoritmos
tiverem o mesmo tempo de execução big-O, então não saberemos qual é
o mais rápido, e pode não haver um vencedor claro. Um pode ser mais
rápido em uma máquina, e o outro pode ser mais rápido em uma má-
quina diferente. No entanto, se os dois algoritmos têm comprovadamente
diferentes tempos de execução big-O, então podemos ter certeza de que
aquele com menor tempo de execução será mais rápido para valores sufi-
cientemente grandes de n.
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Um exemplo de como a notação de big-O nos permite comparar duas
funções diferentes é mostrado em Figura 1.5, que compara a taxa de cres-
cimento de f1(n) = 15n versus f2(n) = 2n logn. Pode ser que f1(n) seja
o tempo de execução de um algoritmo de tempo linear complicado en-
quanto f2(n) é o tempo de execução de um algoritmo consideravelmente
mais simples baseado no paradigma de divisão e conquista. Isso ilus-
tra que, embora f1(n) seja maior que f2(n) para valores pequenos de n, o
oposto é verdadeiro para valores grandes de n. Eventualmente f1(n) ga-
nha, por uma margem cada vez maior. A análise usando a notação Big-O
nos disse que isso aconteceria, já que O(n) ⊂O(n logn).

Em alguns casos, usaremos notação assintótica em funções com mais
de uma variável. Parece não haver um padrão para isso, mas para nossos
propósitos, a seguinte definição é suficiente:

O(f (n1, . . . ,nk)) =


g(n1, . . . ,nk) : existe c > 0, e z tal que
g(n1, . . . ,nk) ≤ c · f (n1, . . . ,nk)

para todo n1, . . . ,nk tal que g(n1, . . . ,nk) ≥ z

 .

Esta definição capta a situação que realmente nos interessa: quando os
argumentos n1, . . . ,nk fazem com que g assuma grandes valores. Esta de-
finição também concorda com a definição univariada de O(f (n)) quando
f (n) é uma função crescente de n. O leitor deve ser advertido que, embora
isso funcione para nossos propósitos, outros textos podem tratar funções
multivariadas e notação assintótica de forma diferente.

1.3.4 Randomização e Probabilidade

Algumas das estruturas de dados apresentadas neste livro são randomiza-
das; elas fazem escolhas aleatórias que são independentes dos dados que
estão sendo armazenados nelas ou as operações que estão sendo realiza-
das sobre eles. Por esta razão, executar o mesmo conjunto de operações
mais de uma vez, usando essas estruturas, pode resultar em tempos de
execução diferentes. Ao analisar essas estruturas de dados, estamos inte-
ressados em sua média ou tempo de execução esperado.

Formalmente, o tempo de execução de uma operação em uma estru-
tura de dados aleatória é uma variável aleatória, e queremos estudar seu
valor esperado. Para uma variável aleatória discreta X assumindo valores
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Figura 1.5: Gráfico para 15n versus 2n logn.
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em algum universo contábilU , o valor esperado de X, denotado por E[X],
é dado pela fórmula

E[X] =
∑
x∈U

x ·Pr{X = x} .

Aqui Pr{E} denota a probabilidade de ocorrência do evento E. Em todos
os exemplos neste livro, essas probabilidades são apenas com relação às
escolhas aleatórias feitas pela estrutura de dados randomizados; não há
nenhuma suposição de que os dados armazenados na estrutura, ou que a
sequência de operações realizadas na estrutura de dados, seja aleatória.

Uma das propriedades mais importantes dos valores esperados é a
linearidade de expectativa. Para quaisquer duas variáveis aleatórias X e
Y ,

E[X +Y ] = E[X] + E[Y ] .

De maneira mais geral, para quaisquer variáveis aleatórias X1, . . . ,Xk ,

E

 k∑
i=1

Xi

 =
k∑
i=1

E[Xi] .

A linearidade da expectativa nos permite quebrar variáveis aleatórias com-
plicadas (como os lados da esquerda das equações acima) em somas de
variáveis aleatórias mais simples (os lados da direita).

Um truque útil, que iremos usar repetidamente, é definir um indicador
de variáveis aleatórias. Estas variáveis binárias são úteis quando queremos
contar alguma coisa e são melhor ilustradas por um exemplo. Suponha
que jogamos uma moeda honesta k vezes e queremos saber o número es-
perado de vezes que a moeda aparece como cara. Intuitivamente, sabe-
mos que a resposta é k/2, mas se tentarmos prová-la usando a definição
de valor esperado, obtemos

E[X] =
k∑
i=0

i ·Pr{X = i}

=
k∑
i=0

i ·
(
k
i

)
/2k

= k ·
k−1∑
i=0

(
k − 1
i

)
/2k
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= k/2 .

Isso exige que saibamos o suficiente para calcular que Pr{X = i} =
(k
i

)
/2k ,

e que conheçamos as identidades binomiais i
(k
i

)
= k

(k−1
i−1

)
e
∑k
i=0

(k
i

)
= 2k .

Usar indicador de variáveis e linearidade de expectativa torna as coi-
sas muito mais fáceis. Para cada i ∈ {1, . . . , k}, defina o indicador de variá-
vel aleatória

Ii =

1 se o i-ésimo lançamento de moeda é cara
0 caso contrário.

Então
E[Ii] = (1/2)1 + (1/2)0 = 1/2 .

Agora, X =
∑k
i=1 Ii , so

E[X] = E

 k∑
i=1

Ii


=

k∑
i=1

E[Ii]

=
k∑
i=1

1/2

= k/2 .

Este é um pouco mais longo, mas não requer que nós conheçamos quais-
quer identidades mágicas ou compute quaisquer probabilidades não tri-
viais. Melhor ainda, concorda com a intuição de que esperamos que me-
tade das moedas apareça como cara precisamente porque cada moeda
individual aparece como cara com uma probabilidade de 1/2.

1.4 O Modelo de Computação

Neste livro, analisaremos os tempos teóricos de funcionamento das es-
truturas de dados que estudamos. Para fazer isso precisamente, neces-
sitamos de um modelo matemático de computação. Para isso, usamos
o modelo de palavra-RAM de w-bits. RAM significa Random Access
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Machine. Neste modelo, temos acesso a uma memória de acesso aleató-
rio constituída por células, cada uma das quais armazena uma palavra de
w-bits. Isto implica que uma célula de memória pode representar, por
exemplo, qualquer inteiro no conjunto {0, . . . ,2w − 1}.

No modelo de palavra-RAM, operações básicas em palavras levam
tempo constante. Isso inclui operações aritméticas (+, −, ·, / , mod), com-
parações (<, >, =, ≤, ≥), e operações booleanas bit a bit (AND, OR e
exclusivo-OR bit a bit).

Qualquer célula pode ser lida ou escrita em tempo constante. A me-
mória de um computador é gerenciada por um sistema de gerenciamento
de memória a partir do qual podemos alocar ou desalocar um bloco de
memória de qualquer tamanho que gostaríamos. Alocar um bloco de me-
mória de tamanho k leva um tempo O(k) e retorna uma referência (um
ponteiro) para o bloco de memória recém-alocado. Esta referência é sufi-
cientemente pequena para ser representada por uma única palavra.

O tamanho da palavra w é um parâmetro muito importante deste
modelo. O único pressuposto que faremos sobre w é o limite inferior
w ≥ logn, onde n é o número de elementos armazenados em qualquer
uma das nossas estruturas de dados. Esta é uma suposição bastante mo-
desta, uma vez que caso contrário uma palavra não é mesmo grande o
suficiente para contar o número de elementos armazenados na estrutura
de dados.

O espaço é medido em palavras, de modo que quando falamos sobre a
quantidade de espaço usado por uma estrutura de dados, estamos nos re-
ferindo ao número de palavras de memória usadas pela estrutura. Todas
as nossas estruturas de dados armazenam valores de um tipo genérico T, e
assumimos que um elemento do tipo T ocupa uma palavra de memória.

As estruturas de dados apresentadas neste manual não usam truques
especiais que não sejam implementáveis.

1.5 Corretude, Complexidade no Tempo e Complexidade
no Espaço

Ao estudar o desempenho de uma estrutura de dados, há três coisas que
mais importam:
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Corretude: A estrutura de dados deve implementar corretamente sua in-
terface.

Complexidade no Tempo: Os tempos de execução das operações na es-
trutura de dados devem ser tão pequenos quanto possível.

Complexidade no Espaço: A estrutura de dados deve usar a menor me-
mória possível.

Neste texto introdutório, tomaremos a correção como um dado; não
consideraremos estruturas de dados que dão respostas incorretas a con-
sultas ou não executam atualizações corretamente. Iremos, no entanto,
ver estruturas de dados que fazem um esforço extra para manter o uso do
espaço a um mínimo. Isso normalmente não afeta os tempos de operação
(assintóticos) das operações, mas pode tornar as estruturas de dados um
pouco mais lentas na prática.

Ao estudar tempos de execução no contexto das estruturas de dados,
tendemos a obter três tipos diferentes de garantias de tempo de execução:

Tempo de execução do pior caso: Estes são o tipo mais forte de garantias
de tempo de execução. Se uma operação de estrutura de dados tiver
um pior tempo de execução de f (n), então uma dessas operações
nunca demora mais de f (n) unidades de tempo.

Tempo de execução amortizado: Se dissermos que o tempo de execução
amortizado de uma operação em uma estrutura de dados é f (n), en-
tão isso significa que o custo de uma operação típica é no máximo
f (n). Mais precisamente, se uma estrutura de dados tem um tempo
de execução amortizado de f (n), então uma sequência de m opera-
ções leva no máximomf (n) unidades de tempo. Algumas operações
individuais podem demorar mais de f (n) unidades de tempo, mas
a média, ao longo de toda a sequência de operações, é no máximo
f (n).

Tempo de execução esperado: Se dissermos que o tempo de execução es-
perado de uma operação em uma estrutura de dados é f (n), isso
significa que o tempo de execução real é uma variável aleatória (ver
Seção 1.3.4) e o valor esperado desta variável aleatória é no máximo
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f (n). A randomização aqui é com respeito a escolhas aleatórias fei-
tas pela estrutura de dados.

Para entender a diferença entre os tempos de execução de pior caso,
amortizado e esperado, ajuda considerar um exemplo financeiro. Consi-
dere o custo de comprar uma casa:

Pior caso versus custo amortizado: Suponha que uma casa custa $120 000.
Para comprar esta casa, podemos obter uma hipoteca de 120 meses (10
anos) com pagamentos mensais de $1 200 por mês. Neste caso, o pior
caso para o custo mensal de pagar esta hipoteca é $1 200 por mês.

Se tivermos dinheiro suficiente à mão, poderemos escolher comprar a
casa de uma vez, com um pagamento de $120 000. Neste caso, durante
um período de 10 anos, o custo mensal amortizado da compra desta casa
é

$120000/120 meses = $1000 por mês .

Isso é muito menor do que o $1 200 por mês que teríamos que pagar se
usássemos uma hipoteca.

Pior caso versus custo esperado: Em seguida, considere a questão do
seguro de incêndio em nossa casa de $120 000. Ao estudar centenas de
milhares de casos, as companhias de seguros determinaram que a quanti-
dade esperada de danos causados por incêndio causados a uma casa como
a nossa é de $10 por mês. Este é um número muito pequeno, uma vez que
a maioria das casas nunca têm incêndios, algumas casas podem ter alguns
pequenos incêndios que causam um pouco de dano de fumaça, e um pe-
queno número de casas queimam até suas fundações. Com base nestas
informações, a companhia de seguros cobra $15 por mês pelo seguro de
incêndio.

Agora é hora da decisão. Deveríamos pagar o custo mensal de $15
para o seguro de incêndio, ou deveríamos apostar e auto-segurar a um
custo esperado de $10 por mês? Claramente, o $10 por mês custa menos
na expectativa, mas temos que ser capazes de aceitar a possibilidade de
que o custo real pode ser muito maior. No caso improvável de que toda a
casa queime, o custo real será $120 000.
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Esses exemplos financeiros também oferecem uma visão sobre porque
às vezes nos conformamos com um tempo de execução amortizado ou
esperado em vez de um pior tempo de execução. Muitas vezes é mais
provável obter um menor tempo de execução esperado ou amortizado
do que um pior caso de tempo de execução. Pelo menos, muitas vezes
é possível obter uma estrutura de dados muito mais simples se estamos
dispostos a usar tempos de execução amortizados ou esperados.

1.6 Exemplos de Código

Os exemplos de código neste livro são escritos em pseudocódigo. Estes
devem ser fáceis de ler para qualquer pessoa que tenha alguma experi-
ência de programação em qualquer uma das linguagens de programação
mais comuns dos últimos 40 anos. Para ter uma ideia de como o pseudo-
código neste livro parece, aqui está uma função que calcula a média de
uma matriz, a:

average(a)
s← 0
for i in 0,1,2, . . . , length(a)− 1 do

s← s + a[i]
return s/length(a)

Como esse código ilustra, a atribuição a uma variável é feita usando
a notação ←. Usamos a convenção de que o tamanho de uma matriz, a,
é denotado por length(a) e os índices de matriz começam em zero, então
0,1,2, . . . , length(a) − 1 são os índices válidos para a. Para encurtar o có-
digo, e às vezes torná-lo mais fácil de ler, o nosso pseudocódigo permite
atribuições na (sub)matriz. As duas funções a seguir são equivalentes:

left_shift_a(a)
for i in 0,1,2, . . . , length(a)− 2 do

a[i]← a[i + 1]
a[length(a)− 1]← nil
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left_shift_b(a)
a[0,1, . . . , length(a)− 2]← a[1,2, . . . , length(a)− 1]
a[length(a)− 1]← nil

O código a seguir define todos os valores de uma matriz como zero:

zero(a)
a[0,1, . . . , length(a)− 1]← 0

Ao analisar o tempo de execução de um código como este, temos de ter
cuidado; declarações como a[0,1, . . . , length(a)−1]← 1 ou a[1,2, . . . , length(a)−
1]← a[0,1, . . . , length(a) − 2] não executam em tempo constante. Eles são
executados em tempo O(length(a)).

Tomamos atalhos semelhantes com atribuições de variáveis, de modo
que o código x, y← 0,1 define x como zero e y como 1 e o código x, y← y,x
troca os valores das variáveis x e y.

Nosso pseudocódigo usa alguns operadores que podem não ser fami-
liares. Como é padrão na matemática, a divisão (normal) é indicada pelo
operador / . Em muitos casos, queremos fazer divisão inteira em vez disso,
caso em que usamos o operador div, de modo que adivb = ba/bc é a parte
inteira de a/b. Assim, por exemplo, 3/2 = 1.5 mas 3div2 = 1. Ocasio-
nalmente, também usamos o operador mod para obter o resto da divisão
inteira, mas isso será definido quando ele for usado. Mais adiante no li-
vro, podemos usar alguns operadores bit a bit, incluindo shift esquerdo
(�), shift direito (�), bit a bit e (∧) e bit a bit exclusivo-ou (⊕).

As amostras de pseudocódigo neste livro são traduções automáticas
de código Python que podem ser baixadas do site do livro. 2 Se você en-
contrar uma ambiguidade no pseudocódigo que não possa resolver por
si mesmo, então você sempre pode consultar o código Python correspon-
dente. Se você não souber Python, o código também está disponível em
Java e C ++. Se você não consegue decifrar o pseudocódigo, ou ler Python,
C ++ ou Java, então você pode ainda não estar pronto para este livro.

2http://opendatastructures.org
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Implementações de Lista
get(i)/set(i,x) add(i,x)/remove(i)

ArrayStack O(1) O(1 + n− i)A § 2.1
ArrayDeque O(1) O(1 + min{i,n− i})A § 2.4
DualArrayDeque O(1) O(1 + min{i,n− i})A § 2.5
RootishArrayStack O(1) O(1 + n− i)A § 2.6
DLList O(1 + min{i,n− i}) O(1 + min{i,n− i}) § 3.2
SEList O(1 + min{i,n− i}/b) O(b + min{i,n− i}/b)A § 3.3
SkiplistList O(logn)E O(logn)E § 4.3

Implementações de USet
find(x) add(x)/remove(x)

ChainedHashTable O(1)E O(1)A,E § 5.1
LinearHashTable O(1)E O(1)A,E § 5.2
A Indica um tempo de execução amortizado.
E Indica um tempo de execução esperado.

Tabela 1.1: Sumário das implementações de Lista and USet.

1.7 Lista de Estruturas de Dados

As tabelas 1.1 e 1.2 resumem o desempenho das estruturas de dados neste
livro que implementam cada uma das interfaces, List, USet e SSet descri-
tas em Seção 1.2. Figura 1.6 mostra as dependências entre vários capítu-
los neste livro. Uma seta tracejada indica apenas uma dependência fraca,
na qual apenas uma pequena parte do capítulo depende de um capítulo
anterior ou apenas dos principais resultados do capítulo anterior.

1.8 Discussões e Exercícios

As interfaces Lista, USet e SSet descritas em Seção 1.2 são influenciadas
pelo Framework Java Collections [54]. Essas são versões essencialmente
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11.1.2. Quicksort

1. Introdução

3. Listas encadeadas

3.3 Listas encadeadas eficientes em espaço

2. Listas baseadas em array

7. Árvores de Busca Binária aleatória

9. Árvores Red-black

10. Heaps

12. Grafos

13. Estruturas de dados para inteiros

8. Árvores Scapegoat

11. Algoritmos de ordenação

11.1.3. Heapsort

4. Skiplists

5. Tabelas Hash

14. Busca em memória externa

6. Árvores Binárias

Figura 1.6: As dependências entre capítulos neste livro.
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Implementações de SSet
find(x) add(x)/remove(x)

SkiplistSSet O(logn)E O(logn)E § 4.2
Treap O(logn)E O(logn)E § 7.2
ScapegoatTree O(logn) O(logn)A § 8.1
RedBlackTree O(logn) O(logn) § 9.2
BinaryTrieI O(w) O(w) § 13.1
XFastTrieI O(logw)A,E O(w)A,E § 13.2
YFastTrieI O(logw)A,E O(logw)A,E § 13.3

(Priority) Implementações de Queue
find_min() add(x)/remove()

BinaryHeap O(1) O(logn)A § 10.1
MeldableHeap O(1) O(logn)E § 10.2
I Esta estrutura só pode armazenar dados inteiros de w-bit.

Tabela 1.2: Sumário das implementações de SSet e da Fila de prioridade.

simplificadas das interfaces Lista, Set, Map, SortedSet e SortedMap en-
contradas no Framework Java Collections.

Para um tratamento soberbo (e livre) da matemática discutido neste
capítulo, incluindo a notação assintótica, logaritmos, fatoriais, aproxima-
ção de Stirling, probabilidade básica e muito mais, veja o livro de texto de
Leyman, Leighton e Meyer [50]. Para um texto de cálculo suave que in-
clui definições formais de exponenciais e logaritmos, veja o texto clássico
(livremente disponível) por Thompson [71].

Para obter mais informações sobre probabilidade básica, especialmente
no que se refere à ciência da computação, consulte o livro de texto de Ross
[63]. Outra boa referência, que abrange tanto a notação assintótica quanto
a probabilidade, é o livro de Graham, Knuth e Patashnik [37].

Exercício 1.1. Este exercício foi projetado para ajudar a familiarizar o
leitor com a escolha da estrutura de dados correta para o problema cor-
reto. Se implementado, as partes deste exercício devem ser feitas usando
uma implementação da interface relevante (Stack, Queue, Deque, USet
ou SSet).

Resolva os seguintes problemas lendo um arquivo de texto uma linha
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por vez e executando operações em cada linha na(s) estrutura(s) de dados
apropriada(s). Suas implementações devem ser rápidas o suficiente para
que mesmo arquivos contendo um milhão de linhas possam ser processa-
dos em poucos segundos.

1. Leia a entrada de uma linha de cada vez e, em seguida, escreva as
linhas em ordem inversa, de modo que a última linha de entrada
seja impressa primeiro, depois a segunda última linha de entrada, e
assim por diante.

2. Leia as primeiras 50 linhas de entrada e depois escreva-as em ordem
inversa. Leia as próximas 50 linhas e depois escreva-as em ordem
inversa. Faça isso até que não haja mais linhas deixadas para ler,
neste ponto, quaisquer linhas restantes devem ser impressas na or-
dem inversa.

Em outras palavras, sua saída começará com a 50ª linha, depois com
a 49ª, depois com a 48ª, e assim por diante até a primeira linha. Isto
será seguido pela 100ª linha, seguida pela 99ª, e assim por diante
até a 51ª. O processo continua indefinidamente.

Seu código nunca deve ter que armazenar mais de 50 linhas em um
determinado momento.

3. Leia a entrada uma linha de cada vez. Em qualquer ponto depois
de ler as primeiras 42 linhas, se alguma linha estiver em branco (ou
seja, uma sequência de comprimento 0), imprima a linha que ocor-
reu 42 linhas anteriores a essa. Por exemplo, se a Linha 242 estiver
em branco, então seu programa deve imprimir a linha 200. Este pro-
grama deve ser implementado de modo que nunca armazene mais
de 43 linhas da entrada a qualquer momento.

4. Leia a entrada uma linha de cada vez e escreva cada linha na saída
se não for uma duplicata de alguma linha de entrada anterior. Tome
especial cuidado para que um arquivo com um monte de linhas du-
plicadas não use mais memória do que o necessário para o número
de linhas únicas.

5. Leia a entrada uma linha de cada vez e escreva cada linha para a
saída somente se você já leu esta linha antes. (O resultado final é que
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você remove a primeira ocorrência de cada linha.) Tome especial
cuidado para que um arquivo com um monte de linhas duplicadas
não use mais memória do que o necessário para o número de linhas
únicas.

6. Leia toda a entrada uma linha de cada vez. Em seguida, imprima
todas as linhas ordenadas por comprimento, com as linhas mais cur-
tas primeiro. No caso em que duas linhas tenham o mesmo compri-
mento, resolva sua ordem usando a “ordem classificada”. As linhas
duplicadas devem ser impressas apenas uma vez.

7. Faça o mesmo que a pergunta anterior, exceto que as linhas duplica-
das devem ser impressas o mesmo número de vezes que aparecem
na entrada.

8. Leia toda a entrada uma linha de cada vez e, em seguida, imprimir
as linhas pares numeradas (começando com a primeira linha, linha
0) seguida pelas linhas ímpares.

9. Leia toda a entrada uma linha de cada vez e permute aleatoriamente
as linhas antes de imprimi-las. Para ser claro: Você não deve modi-
ficar o conteúdo de qualquer linha. Em vez disso, a mesma coleção
de linhas deve ser impressa, mas em uma ordem aleatória....

Exercício 1.2. Uma palavra Dyck é uma sequência de +1’s e -1’s com a
propriedade que a soma de qualquer prefixo da sequência nunca seja ne-
gativo. Por exemplo, +1,−1,+1,−1 é uma palavra Dyck, porém +1,−1,−1,+1
não é uma palavra Dyck posto que o prefixo +1−1−1 < 0. Descreva qual-
quer relação entre palavras Dyck e as operações na Stack push(x) e pop().

Exercício 1.3. Uma string casada é uma sequência de caracteres {, }, (, ),
[, e ] que estão casados de forma correta. Por exemplo, “{{()[]}}” é uma
string casada, porém “{{()]}” não é, posto que o segundo { casa com um ].
Mostre como usar uma pilha para que, dada uma string de comprimento
n, você possa determinar se ela é uma string casada em um tempo O(n).

Exercício 1.4. Suponha que você tenha uma Stack, s, que suporta somente
as operações push(x) e pop(). Mostre como, usando apenas uma Fila FIFO,
f , você pode inverter a ordem de todos os elementos em s.
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Exercício 1.5. Usando um USet, implementar um Bag. Um Bag é como
um USet — suporta os métodos add(x), remove(x) e find(x) mas permite
que elementos duplicados sejam armazenados. A operação find(x) em
um Bag retorna algum elemento (se houver) que é igual a x. Além disso,
um Bag suporta a operação find_all(x) que retorna uma lista de todos os
elementos no Bag que são iguais a x.

Exercício 1.6. A partir do zero, escreva e teste as implementações das in-
terfaces Lista, USet e SSet. Estas não têm de ser eficientes. Elas podem ser
usados mais tarde para testar a correção e o desempenho de implemen-
tações mais eficientes. (A maneira mais fácil de fazer isso é armazenar os
elementos em uma matriz.)

Exercício 1.7. Trabalhe para melhorar o desempenho de suas implemen-
tações a partir da pergunta anterior usando quaisquer truques que você
possa pensar. Experimente e pense sobre como você poderia melhorar o
desempenho de add(i,x) e remove(i) em sua implementação Lista. Pense
em como você poderia melhorar o desempenho da operação find(x) em
suas implementações de USet e SSet. Este exercício é projetado para dar-
lhe uma sensação de como é difícil obter implementações eficientes des-
sas interfaces.
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Capítulo 2

Listas Baseadas em Array

Neste capítulo, estudaremos as implementações das interfaces Lista e Fila
nas quais os dados subjacentes são armazenados em um array, chamado
de array de base. A tabela a seguir resume os tempos de execução das
operações das estruturas de dados apresentadas neste capítulo:

get(i)/set(i,x) add(i,x)/remove(i)
ArrayStack O(1) O(n− i)
ArrayDeque O(1) O(min{i,n− i})
DualArrayDeque O(1) O(min{i,n− i})
RootishArrayStack O(1) O(n− i)

Estruturas de dados que funcionam armazenando dados em um único
array têm muitas vantagens e limitações em comum:

• Os arrays oferecem acesso com tempo constante a qualquer valor no
array. Isto é o que permite que get(i) e set(i,x) sejam executados em
tempo constante.

• Arrays não são muito dinâmicos. Adicionar ou remover um ele-
mento perto do meio de uma lista significa que um grande número
de elementos no array precisa ser deslocado para abrir espaço para o
elemento recém-adicionado ou para preencher a lacuna criada pelo
elemento excluído. É por isso que as operações add(i,x) e remove(i)
têm tempos de execução que dependem de n e i.

• Arrays não podem expandir ou encolher. Quando o número de ele-
mentos na estrutura de dados excede o tamanho do array de base,
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um novo array precisa ser alocado e os dados do array antigo preci-
sam ser copiados para o novo array. Esta é uma operação cara.

O terceiro ponto é importante. Os tempos de execução citados na tabela
acima não incluem o custo associado ao crescimento e ao encolhimento
do array de base. Veremos que, se cuidadosamente gerenciado, o custo
de crescer e encolher o array de base não aumenta muito o custo de uma
operação média. Mais precisamente, se começarmos com uma estrutura
de dados vazia e executarmos qualquer sequência dem operações add(i,x)
ou remove(i), então o custo total do crescimento e encolhimento do array
de base, sobre a sequência inteira de m operações é O(m). Embora algu-
mas operações individuais sejam mais caras, o custo amortizado, quando
amortizado em todas as operações de m, é de apenas O(1) por operação.

2.1 ArrayStack: Operações Rápidas de Pilha usando um
Array

Um ArrayStack implementa a interface de lista usando um array a, cha-
mado de array de base. O elemento de lista com índice i é armazenado em
a[i]. Na maioria das vezes, a é maior do que o estritamente necessário,
então um número inteiro n é usado para manter o controle do número de
elementos realmente armazenados em a. Desta forma, os elementos da
lista são armazenados em a[0],. . . ,a[n− 1] e, sempre, length(a) ≥ n.

initialize()
a← new_array(1)
n← 0

2.1.1 O Básico

Acessar e modificar os elementos de um ArrayStack usando get(i) e set(i,x)
é trivial. Depois de realizar qualquer verificação de limites necessária,
simplesmente retornamos ou atribuímos, respectivamente, a[i].
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get(i)
return a[i]

set(i,x)
y← a[i]
a[i]← x

return y

As operações de adicionar e remover elementos de um ArrayStack são
ilustradas na Figura 2.1. Para implementar a operação add(i,x), verifica-
mos primeiro se a já está cheio. Em caso afirmativo, chamamos o método
resize() para aumentar o tamanho de a. Como resize() será implemen-
tado discutiremos mais tarde. Por enquanto, basta saber que, após uma
chamada a resize(), podemos ter certeza de que length(a) > n. Com isto
resolvido, agora deslocamos os elementos a[i], . . . ,a[n − 1] uma posição à
direita para abrir espaço para x, fazemos a[i] igual a x e incrementamos
n.

add(i,x)
if n = length(a) then resize()
a[i + 1, i + 2, . . . ,n]← a[i, i + 1, . . . ,n− 1]
a[i]← x

n← n + 1

Se ignorarmos o custo da possível chamada para resize(), então o custo
da operação add(i,x) é proporcional ao número de elementos que temos
de deslocar para criar espaço para x. Portanto, o custo desta operação
(ignorando o custo de redimensionar a) é O(n− i).

Implementar a operação remove(i) é semelhante. Deslocamos os ele-
mentos a[i + 1], . . . ,a[n − 1] uma posição para a esquerda (sobrescrevendo
a[i]) e diminuindo o valor de n. Depois de fazer isso, verificamos se n está
ficando muito menor que length(a) verificando se length(a) ≥ 3n. Em caso
afirmativo, chamamos resize() para reduzir o tamanho de a.

33



Listas Baseadas em Array

add(2,e)

add(5,r)

add(5,e)∗
b r e de r

b r e de r

b r e de e r

b r e ee r

b r e re

b r ee

b r ee

remove(4)

remove(4)

remove(4)∗

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

b r ei

set(2,i)

b r e de

b r e d

Figura 2.1: Uma sequência de operações add(i,x) e remove(i) em um ArrayStack.
As setas indicam elementos que estão sendo copiados. As operações que resultam
em uma chamada para resize() são marcadas com um asterisco.
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remove(i)
x← a[i]
a[i, i + 1, . . . ,n− 2]← a[i + 1, i + 2, . . . ,n− 1]
n← n− 1
if length(a) ≥ 3 ·n then resize()
return x

Se ignorarmos o custo do método resize(), o custo de uma operação
remove(i) é proporcional ao número de elementos que deslocamos, que é
O(n− i).

2.1.2 Crescendo e Encolhendo

O método resize() é bastante direto; ele aloca um novo array b cujo ta-
manho é 2n e copia os n elementos de a para as primeiras n posições em
b e, em seguida, define a como b. Assim, depois de uma chamada para
resize(), length(a) = 2n.

resize()
b← new_array(max(1,2 ·n))
b[0,1, . . . ,n− 1]← a[0,1, . . . ,n− 1]
a← b

A análise do tempo de execução da seção anterior ignorou o custo de
chamar o resize(). Nessa seção analisamos esse custo usando uma téc-
nica chamada de análise amortizada. Esta técnica não tenta determinar o
custo do resize em cada operação individual de add(i,x) e remove(i). Em
vez disso, ela considera o custo de todas as chamadas ao resize() numa
sequência dem chamadas a add(i,x) ou remove(i). Em particular, mostra-
remos:

Lema 2.1. Se um ArrayStack vazio é criado e qualquer sequência de m ≥ 1
chamadas a add(i,x) e remove(i) é executada, o tempo total gasto durante
todas as chamadas a resize() é O(m).
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Demonstração. Nós vamos mostrar que em qualquer momento que o resize()
é chamado, o número de chamadas a add ou remove desde a última cha-
mada a resize() é pelo menos n/2 − 1. Portanto, se ni denota o valor de n
durante a i-ésima chamada a resize() e r denota o número de chamadas a
resize(), então o número total de chamadas a add(i,x) ou remove(i) é pelo
menos

r∑
i=1

(ni /2− 1) ≤m ,

o que é equivalente a
r∑
i=1

ni ≤ 2m+ 2r .

Por outro lado, o tempo total gasto durante todas as chamadas a resize()
é

r∑
i=1

O(ni) ≤O(m+ r) =O(m) ,

uma vez que r não é maior que m. Tudo que nos resta é mostrar que o
o número de chamadas a add(i,x) ou remove(i) entre a (i − 1)-ésima e a
i-ésima chamada a resize() é de pelo menos ni /2.

Existem dois casos a considerar. No primeiro caso, resize() está sendo
chamado por add(i,x) porque o array de base a está cheio, i.e., length(a) =
n = ni . Considere a chamada anterior a resize(): depois desta chamada, o
tamanho de a era length(a), mas o número de elementos armazenados em
a era no máximo length(a)/2 = ni /2. Porém agora o número de elementos
armazenados em a é ni = length(a), então devem ter ocorrido pelo menos
ni /2 chamadas a add(i,x) desde a chamada anterior ao resize().

O segundo caso ocorre quando resize() está sendo chamado pelo remove(i)
porque length(a) ≥ 3n = 3ni . Novamente, depois da chamada anterior
ao resize() o número de elementos armazenados em a era pelo menos
length(a)/2 − 1.1 Agora existem ni ≤ length(a)/3 elementos armazenados
em a. Portanto, o número de operações remove(i) desde a última chamada

1O − 1 nessa fórmula é responsável pelo caso especial que acontece quando n = 0 e
length(a) = 1.
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ao resize() é de pelo menos

R ≥ length(a)/2− 1− length(a)/3

= length(a)/6− 1

= (length(a)/3)/2− 1

≥ ni /2− 1 .

Em ambos os casos, o número de chamadas ao add(i,x) ou remove(i) que
ocorrem entre a (i − 1)-ésima chamada a resize() e a i-ésima chamada a
resize() é pelo menos ni /2− 1, como exigido para completar a prova.

2.1.3 Resumo

O teorema a seguir resume o desempenho de um ArrayStack:

Teorema 2.1. Um ArrayStack implementa a interface Lista. Ignorando o
custo das chamadas a resize(), um ArrayStack suporta as operações

• get(i) e set(i,x) em um tempo O(1) por operação; e

• add(i,x) e remove(i) em um tempo O(1 + n− i) por operação.

Além disso, começando com um ArrayStack vazio e executando qualquer sequên-
cia de m operações add(i,x) e remove(i) resulta em um tempo gasto total de
O(m) durante as chamadas a resize().

O ArrayStack é um meio eficiente para implementar o Stack. Em par-
ticular, nós podemos implementar push(x) como add(n,x) e pop() como
remove(n − 1), em cada caso essas operações irão executar em um tempo
amortizado de O(1).

2.2 FastArrayStack: Um ArrayStack Otimizado

Grande parte do trabalho feito pelo ArrayStack envolve deslocamento
(pelo add(i,x) e remove(i)) e cópias (pelo resize()) de dados. Numa im-
plementação simples, isso seria feito usando loops for. Acontece que
muitos ambientes de programação têm funções específicas que são muito
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eficientes em copiar e mover blocos de dados. Na linguagem de progra-
mação C, existem as funções memcpy(d,s,n) e memmove(d,s,n). A lin-
guagem C++ tem o algoritmo stdcopy(a0,a1,b). Em Java existe o método
System.arraycopy(s, i,d, j,n) .

Essas funções são geralmente altamente otimizadas e podem ainda
usar instruções de máquinas especiais que podem fazer essa cópia muito
mais rápida do que usando um loop for. Embora o uso dessas funções
não reduza assintóticamente o tempo de execução, ainda pode ser uma
otimização que vale a pena.

Nas nossas implementações em C++ e Java, o uso de funções de cópia
rápida de array resultou em um aumento de velocidade de um fator en-
tre 2 e 3, dependendo dos tipos de operações executadas. Os benefícios
podem variar.

2.3 ArrayQueue: Uma Fila Baseada em Array

Nesta seção, nós apresentamos a estrutura de dados ArrayQueue, que im-
plementa a fila FIFO (first-in-first-out); elementos são removidos (usando
a operação remove()) da fila na mesma ordem em que são adicionados
(usando a operação add(x)).

Note que um ArrayStack é uma má escolha para uma implementação
de uma fila FIFO. Não é uma boa escolha pois devemos escolher um final
da lista para adicionar elementos e então remover elementos do outro
final. Uma das duas operações deve trabalhar no cabeçalho da lista, que
envolve chamar add(i,x) ou remove(i) com um valor i = 0. Isso dá um
tempo de operação proporcional a n.

Para obter uma implementação eficiente de uma fila, nós primeiro no-
tamos que o problema seria fácil se tivéssemos um array infinito a. Po-
deríamos manter um índice j que mantém um registro para o próximo a
ser removido e um inteiro n que conta o número de elementos na fila. Os
elementos da fila devem sempre ser armazenados em

a[j],a[j + 1], . . . ,a[j + n− 1] .

Inicialmente, ambos j e n seriam definidos como 0. Para adicionar um
elemento, poderíamos colocá-lo em a[j+n] e incrementar n. Para remover
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um elemento, nós o removeríamos de a[j], incrementando j, e decremen-
tando n.

Naturalmente, o problema com esta solução é que ela requer um array
infinito. Um ArrayQueue simula isso usando um array finito a e aritmética
modular. Este é o tipo de aritmética usada quando estamos falando sobre
a hora do dia. Por exemplo 10:00 mais cinco horas dá 3:00. Formalmente,
dizemos que

10 + 5 = 15 ≡ 3 (mod 12) .

Nós lemos a última parte desta equação como “15 é congruente a 3 mó-
dulo 12.” Podemos também tratar mod como um operador binário, de
modo que

15 mod 12 = 3 .

De modo mais geral, para um número inteiro a e inteiro positivo m,
a mod m é o único inteiro r ∈ {0, . . . ,m−1} de tal modo que a = r +km para
algum inteiro k. Menos formalmente, o valor r é o resto que obtemos
quando dividimos a por m. Em muitas linguagens de programação, in-
cluindo C, C++, e Java, o operador mod é representado usando o símbolo
%.

A aritmética modular é útil para simular um array infinito, posto
que i mod length(a) sempre dá um valor no intervalo 0, . . . , length(a) − 1.
Usando a aritmética modular, podemos armazenar os elementos da fila
nos locais do array

a[j mod length(a)],a[(j+1) mod length(a)], . . . ,a[(j+n−1) mod length(a)] .

Isso trata o array a como um array circular em que os índices de array
maiores do que length(a)− 1 “retornam” para o início do array.

A única coisa que resta para se preocupar é ter o cuidado de que o
número de elementos em ArrayQueue não exceda o tamanho de a.

initialize()
a← new_array(1)
j← 0
n← 0
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Figura 2.2: Sequência de operações add(x) e remove(i) em uma ArrayQueue. As
setas indicam elementos que estão sendo copiados. Operações que resultam em
uma chamada de resize() estão marcadas com um asterisco.

Uma sequência de operações add(x) e remove() na ArrayQueue é ilus-
trada na Figura 2.2. Para implementar add(x), nós primeiro checamos se
a está cheio e, se necessário, chamamos resize() para incrementar o ta-
manho de a. Em seguida, armazenamos x em a[(j + n) mod length(a)] e
incrementamos n.

add(x)
if n + 1 > length(a) then resize()
a[(j + n) mod length(a)]← x

n← n + 1
return true
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Para implementar remove(), primeiro armazenamos a[j] para que pos-
samos devolvê-lo mais tarde. Finalmente, decrementamos n e incremen-
tamos j (modulo length(a)) pela configuração j = (j + 1) mod length(a).
Finalmente, retornamos o valor armazenado de a[j]. Se necessário, pode-
mos chamar resize() para diminuir o tamanho de a.

remove()
x← a[j]
j← (j + 1) mod length(a)
n← n− 1
if length(a) ≥ 3 ·n then resize()
return x

Finalmente, a operação resize() é muito similar à operação resize() de
ArrayStack. Aloca um novo array, b, de tamanho 2n e copia

a[j],a[(j + 1) mod length(a)], . . . ,a[(j + n− 1) mod length(a)]

para
b[0],b[1], . . . ,b[n− 1]

e faz j = 0.

resize()
b← new_array(max(1,2 ·n))
for k in 0,1,2, . . . ,n− 1 do

b[k]← a[(j + k) mod length(a)]
a← b

j← 0

2.3.1 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho da estrutura de dados Array-
Queue:
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Teorema 2.2. Um ArrayQueue implementa a interface de Fila (FIFO). Igno-
rando o custo de chamada para resize(), um ArrayQueue suporta as opera-
ções add(x) e remove() com tempo por operação de O(1). Além disso, come-
çando com um ArrayQueue vazio, qualquer sequência dem operações add(i,x)
e remove(i) resultam em um tempo gasto total de O(m) durante todas as cha-
madas para resize().

2.4 ArrayDeque: Operações Rápidas em um Deque
Usando um Array

Um ArrayQueue da seção anterior é uma estrutura de dados para repre-
sentar uma sequência que nos permite adicionar eficientemente a um ex-
tremidade da sequência e remover da outra extremidade. A estrutura de
dados ArrayDeque permite uma adição e remoção eficientes em ambas
as extremidades. Essa estrutura implementa a interface Lista usando a
mesma técnica de array circular usada para representar um ArrayQueue.

initialize()
a← new_array(1)
j← 0
n← 0

As operações get(i) e set(i,x) em um ArrayDeque são diretas. Elas ob-
têm ou definem o elemento do array a[(j + i) mod length(a)].

get(i)
return a[(i + j) mod length(a)]

set(i,x)
y← a[(i + j) mod length(a)]
a[(i + j) mod length(a)]← x

return y

A implementação de add(i,x) é um pouco mais interessante. Como de
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Figura 2.3: Uma sequência de operações add(i,x) e remove(i) em um ArrayDeque.
As setas indicam elementos que estão sendo copiados.

costume, primeiro verifica se a está cheio e, se necessário, chama resize()
para redimensionar a. Lembre-se que queremos que esta operação seja
rápida quando i é pequeno (perto de 0) ou quando i é grande (perto de
n). Portanto, verificamos se i < n/2. Se sim, deslocamos os elementos
a[0], . . . ,a[i − 1] para a esquerda. Caso contrário (i ≥ n/2), deslocamos os
elementos a[i], . . . ,a[n−1] para a direita. Veja Figura 2.3 para uma ilustra-
ção das operações add(i,x) e remove(x) em um ArrayDeque.

add(i,x)
if n = length(a) then resize()
if i < n/2 then

j← (j− 1) mod length(a)
for k in 0,1,2, . . . , i− 1 do

a[(j + k) mod length(a)]← a[(j + k + 1) mod length(a)]
else

for k in n,n− 1,n− 2, . . . , i + 1 do
a[(j + k) mod length(a)]← a[(j + k− 1) mod length(a)]

a[(j + i) mod length(a)]← x

n← n + 1

Ao fazer o deslocamento desta maneira, garantimos que add(i,x) nunca
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tenha que deslocar mais de min{i,n−i} elementos. Assim, o tempo de exe-
cução da operação add(i,x) (ignorando o custo de uma operação resize())
é O(1 + min{i,n− i}).

A implementação da operação remove(i) é semelhante. Desloca os
elementos a[0], . . . ,a[i − 1] à direita por uma posição ou desloca os ele-
mentos a[i + 1], . . . ,a[n−1] para esquerda por uma posição dependendo se
i < n/2. Novamente, isso significa que remove(i) nunca gasta mais do que
um tempo O(1 + min{i,n− i}) para deslocar elementos.

remove(i)
x← a[(j + i) mod length(a)]
if i < n/2 then

for k in i, i− 1, i− 2, . . . ,1 do
a[(j + k) mod length(a)]← a[(j + k− 1) mod length(a)]

j← (j + 1) mod length(a)
else

for k in i, i + 1, i + 2, . . . ,n− 2 do
a[(j + k) mod length(a)]← a[(j + k + 1) mod length(a)]

n← n− 1
if length(a) ≥ 3 ·n then resize()
return x

2.4.1 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho da estrutura de dados Array-
Deque:

Teorema 2.3. Um ArrayDeque implementa a interface Lista. Ignorando o
custo das chamadas para resize(), um ArrayDeque suporta as operações

• get(i) e set(i,x) com tempo de O(1) por operação; e

• add(i,x) e remove(i) com tempo O(1 + min{i,n− i}) por operação.

Além disso, começando com um ArrayDeque vazio, executar qualquer sequên-
cia dem operações add(i,x) e remove(i) resulta em um total deO(m) de tempo
gasto durante todas as chamadas para resize().
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2.5 DualArrayDeque: Construindo um Deque com Duas
Pilhas

Em seguida, apresentamos uma estrutura de dados, o DualArrayDeque
que atinge os mesmos limites de desempenho que um ArrayDeque usando
dois ArrayStacks. Embora o desempenho assintótico do DualArrayDeque
não seja melhor do que o ArrayDeque, ainda vale a pena estudar, uma
vez que oferece um bom exemplo de como fazer uma estrutura de dados
sofisticada, combinando duas estruturas de dados mais simples.

O DualArrayDeque representa uma lista usando dois ArrayStacks.
Lembre-se de que ArrayStack é rápido quando as operações nele modi-
ficam elementos perto do final. O DualArrayDeque coloca dois ArrayS-
tacks, chamados de front e back, unidos pelos suas extremidades, para que
as operações sejam rápidas em qualquer extremidade.

initialize()
front← ArrayStack()
back← ArrayStack()

O DualArrayDeque não armazena explicitamente o número, n, de
elementos que ele contém. Ele não precisa, uma vez que contém n =
front.size() + back.size() elementos. No entanto, ao analisar o DualArray-
Deque vamos ainda usar n para indicar o número de elementos que ele
contém.

size()
return front.size() + back.size()

O front do ArrayStack armazena os elementos da lista cujos índices são
0, . . . , front.size()−1, mas os armazena na ordem inversa. O back do Array-
Stack contém elementos da lista com índices em front.size(), . . . ,size() − 1
na ordem normal. Desta forma, get(i) e set(i,x) traduzem para chamadas
apropriadas para get(i) ou set(i,x) em front ou back, levando um tempo de
O(1) por operação.
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get(i)
if i < front.size() then

return front.get(front.size()− i− 1)
else

return back.get(i− front.size())

set(i,x)
if i < front.size() then

return front.set(front.size()− i− 1,x)
else

return back.set(i− front.size(),x)

Note que se um índice i < front.size(), então ele corresponde ao ele-
mento de front na posição front.size()− i−1, uma vez que os elementos de
front são armazenados na ordem inversa.

Adicionar e remover elementos de um DualArrayDeque é ilustrado
na Figura 2.4. A operação add(i,x) manipula ou front ou back, conforme
apropriado:

add(i,x)
if i < front.size() then

front.add(front.size()− i,x)
else

back.add(i− front.size(),x)
balance()

O método add(i,x) realiza o reequilíbrio dos dois ArrayStacks front
e back, chamando o método balance(). A implementação de balance() é
descrita abaixo, mas por agora é suficiente saber que balance() garante
que, a menos que size() < 2, front.size() e back.size() não diferem em mais
de um fator de 3. Em particular, 3·front.size() ≥ back.size() e 3·back.size() ≥
front.size().

Em seguida, analisamos o custo de add(i,x), ignorando o custo das
chamadas para balance(). Se i < front.size(), então add(i,x) é implemen-
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Figura 2.4: Uma sequência de operações add(i,x) e remove(i) em um DualArray-
Deque. As setas indicam elementos que estão sendo copiados. Operações que
resultam em um rebalanceamento por balance() são marcadas com um asterisco.

tada pela chamada para front.add(front.size() − i − 1,x). Posto que front é
um ArrayStack, o custo desta é

O(front.size()− (front.size()− i− 1) + 1) =O(i + 1) . (2.1)

Por outro lado, se i ≥ front.size(), então add(i,x) é implementado como
back.add(i− front.size(),x). O custo disso é

O(back.size()− (i− front.size()) + 1) =O(n− i + 1) . (2.2)

Observe que o primeiro caso (2.1) ocorre quando i < n/4. O segundo
caso (2.2) ocorre quando i ≥ 3n/4. Quando n/4 ≤ i < 3n/4, não podemos
ter certeza se a operação afeta front ou back, mas em ambos os casos, a
operação leva um tempo O(n) = O(i) = O(n − i), uma vez que i ≥ n/4 e
n− i > n/4. Resumindo a situação, temos

Tempo de execução de add(i,x) ≤


O(1 + i) se i < n/4
O(n) se n/4 ≤ i < 3n/4
O(1 + n− i) se i ≥ 3n/4

.
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Assim, o tempo de execução de add(i,x), se ignorarmos o custo da cha-
mada para balance(), é O(1 + min{i,n− i}).

A operação remove(i) e sua análise se assemelham à operação e análise
de add(i,x).

remove(i)
if i < front.size() then

x← front.remove(front.size()− i− 1)
else

x← back.remove(i− front.size())
balance()
return x

2.5.1 Balanceamento

Finalmente, voltamos para a operação balance() executada por add(i,x)
e remove(i). Esta operação garante que nem front nem back tornem-se
muito grandes (ou muito pequenos). Garante que, a menos que haja me-
nos de dois elementos, front e back contenham, cada um, pelo menos n/4
elementos. Se este não for o caso, então ela move elementos entre eles
de modo que front e back contenham exatamente bn/2c elementos e dn/2e
elementos, respectivamente.

balance()
n← size()
mid← ndiv2
if 3 · front.size() < back.size() or 3 · back.size() < front.size() then

f ← ArrayStack()
for i in 0,1,2, . . . ,mid− 1 do

f .add(i,get(mid− i− 1))
b← ArrayStack()
for i in 0,1,2, . . . ,n−mid− 1 do

b.add(i,get(mid + i))
front← f

back← b
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Aqui há pouco para analisar. Se balance() faz o rebalanceamento, en-
tão ela move O(n) elementos e isso leva um tempo O(n). Isso é ruim uma
vez que balance() é chamada juntamente com cada chamada de add(i,x)
e remove(i). Porém, o seguinte lema mostra que, em média, balance() só
gasta uma quantidade constante de tempo por operação.

Lema 2.2. Se um DualArrayDeque vazio for criado, e qualquer sequência de
m ≥ 1 chamadas de add(i,x) e remove(i) ocorrerem, então o tempo total gasto
durante todas as chamadas de balance() é O(m).

Demonstração. Vamos mostrar que se balance() é forçada a deslocar ele-
mentos, então, o número de operações add(i,x) e remove(i) desde a última
vez que quaisquer elementos foram deslocados por balance() é pelo me-
nos n/2−1. Como na prova do Lema 2.1, isso é suficiente para provar que
o tempo total gasto por balance() é O(m).

Realizaremos nossa análise utilizando uma técnica conhecida como
método potencial. Defina o potencial, Φ , do DualArrayDeque como a dife-
rença de tamanho entre front e back:

Φ = |front.size()− back.size()| .

O interessante sobre este potencial é que uma chamada de add(i,x) ou
remove(i) que não faz nenhum balanceamento pode aumentar o potencial
por no máximo 1.

Observe que, imediatamente após uma chamada a balance() que des-
loque elementos, o potencial, Φ0, é pelo menos 1, posto que

Φ0 = |bn/2c − dn/2e| ≤ 1 .

Considere a situação imediatamente antes de uma chamada balance()
que desloca elementos, e suponha, sem perda de generalidade, que balance()
está deslocando elementos porque 3front.size() < back.size(). Observe que,
neste caso,

n = front.size() + back.size()

< back.size()/3 + back.size()

=
4
3

back.size()
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Além disso, o potencial neste momento é

Φ1 = back.size()− front.size()

> back.size()− back.size()/3

=
2
3

back.size()

>
2
3
× 3

4
n

= n/2

Portanto, o número de chamadas add(i,x) ou remove(i) desde a última
vez que balance() deslocou elementos é pelo menos Φ1−Φ0 > n/2−1. Isso
completa a prova.

2.5.2 Resumo

O seguinte teorema resume as propriedades de um DualArrayDeque:

Teorema 2.4. O DualArrayDeque implementa a interface Lista. Ignorando
o custo de chamadas resize() e balance(), um DualArrayDeque suporta as
operações

• get(i) e set(i,x) com um tempo O(1) por operação; e

• add(i,x) e remove(i) com um tempo O(1 + min{i,n− i}) por operação.

Além disso, começando com um DualArrayDeque vazio, qualquer sequência
de m operações add(i,x) e remove(i) resulta em um tempo total gasto de O(m)
durante todas as chamadas a resize() e balance().

2.6 RootishArrayStack: Um Array Stack Eficiente em
Espaço

Uma das desvantagens de todas as estruturas de dados anteriores neste
capítulo é que, porque armazenam seus dados em um ou dois arrays
e evitam o redimensionamento desses arrays com muita frequência, os
arrays frequentemente não estão muito cheios. Por exemplo, imediata-
mente após uma operação resize() em um ArrayStack, o array de base a
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blocks

a b c d e f g h

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

a b x c d e f g

add(2,x)

h

remove(1)

a x c d e f g h

a x c d e f g

a x c d e f

remove(7)

remove(6)

Figura 2.5: Uma sequência de operações add(i,x) e remove(i) em um Rootish-
ArrayStack. As flechas indicam elementos sendo copiados.

está apenas meio cheio. Pior ainda, há momentos no qual apenas um
terço de a contém dados.

Nesta seção, discutimos a estrutura de dados RootishArrayStack, que
aborda o problema do desperdício de espaço. O RootishArrayStack arma-
zena n elementos usando O(

√
n) arrays. Nesses arrays, no máximo O(

√
n)

locais do array ficam sem utilização. Todos os locais restantes são usados
para armazenar dados. Portanto, essas estruturas de dados desperdiçam
um espaço de no máximo O(

√
n) ao armazenar n elementos.

Uma RootishArrayStack armazena seus elementos em uma lista de r
arrays chamados blocos, que são numerados 0,1, . . . ,r− 1. Veja Figura 2.5.
O bloco b contém b+ 1 elementos. Portanto, todos os blocos r contêm um
total de

1 + 2 + 3 + · · ·+ r = r(r + 1)/2

elementos. A fórmula acima pode ser obtida como mostrado na Figura 2.6.

initialize()
n← 0
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r
...

. . .

...
. . .

. . .

r +1

Figura 2.6: O número de quadrados brancos é 1 + 2 + 3 + · · · + r. O número de
quadrados cinzas é o mesmo. Juntando os quadrados brancos e cinzas cria um
retângulo consistindo de r(r + 1) quadrados.

blocks← ArrayStack()

Como seria de esperar, os elementos da lista são dispostos dentro dos
blocos. O elemento de lista com índice 0 é armazenado no bloco 0, os ele-
mentos com índices de lista 1 e 2 são armazenados no bloco 1, os elemen-
tos com índices de lista 3, 4 e 5 são armazenados no bloco 2 e assim por
diante. O principal problema que temos de resolver é o de determinar,
dado um índice i, qual bloco contém i bem como o índice correspondente
ao i dentro desse bloco.

Determinar o índice de i dentro de seu bloco, acaba sendo fácil. Se o
índice i está no bloco b, então o número de elementos nos blocos 0, . . . ,b−1
é b(b + 1)/2. Assim sendo, i é armazenado no local

j = i− b(b + 1)/2

dentro do bloco b. Um pouco mais desafiador é o problema de determinar
o valor de b. O número de elementos com índices inferiores ou iguais
a i é i + 1. Por outro lado, o número de elementos nos blocos 0, . . . , b é
(b + 1)(b + 2)/2. Assim sendo, b é o menor inteiro de tal modo que

(b + 1)(b + 2)/2 ≥ i + 1 .

Podemos reescrever essa equação como

b2 + 3b− 2i ≥ 0 .

52



A equação quadrática correspondente b2+3b−2i = 0 possui duas soluções:
b = (−3 +

√
9 + 8i)/2 e b = (−3 −

√
9 + 8i)/2. A segunda solução não faz

sentido em nossa aplicação, pois ela sempre dá um valor negativo. Assim
sendo, obtemos a solução b = (−3 +

√
9 + 8i)/2. Em geral, essa solução

não é um inteiro, mas voltando à nossa desigualdade, queremos o menor
número inteiro b de tal modo que b ≥ (−3+

√
9 + 8i)/2. Isto é simplesmente

b =
⌈
(−3 +

√
9 + 8i)/2

⌉
.

i2b(i)
return int_value(ceil((−3.0 +

√
9 + 8 · i))/2.0)

Com isso resolvido, os métodos get(i) e set(i,x) são mais fáceis. Pri-
meiro, calculamos o bloco apropriado b e o índice apropriado j dentro do
bloco e executamos a operação apropriada:

get(i)
b← i2b(i)
j← i− b · (b + 1)/2
return blocks.get(b)[j]

set(i,x)
b← i2b(i)
j← i− b · (b + 1)/2
y← blocks.get(b)[j]
blocks.get(b)[j]← x

return y

Se usarmos qualquer estrutura de dados deste capítulo para represen-
tar a lista de blocos, então get(i) e set(i,x) funcionarão em tempo constante.

O método add(i,x) será, agora, familiar. Verificamos primeiro se a
nossa estrutura de dados está cheia, verificando se o número de blocos,
r, é tal que r(r + 1)/2 = n. Se sim, chamamos grow() para adicionar outro
bloco. Feito isso, deslocamos elementos com índices i, . . . ,n − 1 para a
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direita de uma posição para dar espaço para o novo elemento com índice
i:

add(i,x)
r← blocks.size()
if r · (r + 1)/2 < n + 1 then grow()
n← n + 1
for j in n− 1,n− 2,n− 3, . . . , i + 1 do

set(j,get(j− 1))
set(i,x)

O método grow() faz o que esperamos. Adiciona um novo bloco:

grow()
blocks.append(new_array(blocks.size() + 1))

Ignorando o custo da operação grow(), o custo da operação add(i,x) é
dominado pelo custo da mudança e é portanto O(1 + n − i), exatamente
como um ArrayStack.

A operação remove(i) é similar a add(i,x). Desloca os elementos com
índices i + 1, . . . ,n uma posição para a esquerda e então, se tiver mais de
um bloco vazio, é chamado o método shrink() para remover todos exceto
um dos blocos não usados:

remove(i)
x← get(i)
for j in i, i + 1, i + 2, . . . ,n− 2 do

set(j,get(j + 1))
n← n− 1
r← blocks.size()
if (r− 2) · (r− 1)/2 ≥ n then shrink()
return x
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shrink()
r← blocks.size()
while r > 0 and (r− 2) · (r− 1)/2 ≥ n do

blocks.remove(blocks.size()− 1)
r← r− 1

Mais uma vez, ignorando o custo da operação shrink() , o custo da
operação remove(i) é dominado pelo custo do deslocamento e é portanto
O(n− i).

2.6.1 Análise de Crescimento e Diminuição

A análise acima de add(i,x) e remove(i) não representa o custo de grow()
e shrink(). Note que, diferentemente da operação ArrayStack.resize() ,
grow() e shrink() não copiam nenhum dado. Eles apenas alocam ou libe-
ram um array de tamanho r. Em alguns ambientes, isso leva apenas um
tempo constante, enquanto em outros, pode requerer tempo proporcional
a r.

Notamos que, imediatamente após chamar grow() ou shrink(), a si-
tuação é clara. O bloco final está completamente vazio, e todos os ou-
tros blocos estão completamente cheios. Outra chamada para grow() ou
shrink() não irá acontecer até pelo menos r−1 elementos terem sido adici-
onados ou removidos. Assim sendo, mesmo que grow() e shrink() levem
um tempo O(r), esse custo pode ser amortizado por pelo menos r−1 ope-
rações add(i,x) ou remove(i), de forma que o custo amortizado grow() e
shrink() é O(1) por operação.

2.6.2 Uso de Espaço

Em seguida, analisamos a quantidade extra de espaço usado pela Root-
ishArrayStack. Em particular, queremos contar qualquer espaço usado
pela RootishArrayStack que não seja um elemento do array atualmente
usado para manter um elemento de lista. Podemos chamar tal espaço de
espaço desperdiçado.

A operação remove(i) garante que um RootishArrayStack nunca tenha
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mais de dois blocos que não estejam completamente cheios. O número
de blocos, r, usado por RootishArrayStack que armazena n elementos,
portanto, satisfaz

(r− 2)(r− 1)/2 ≤ n .

Novamente, usando a equação quadrática nele fornece

r ≤ 1
2

(
3 +
√

8n + 1
)

=O(
√

n) .

Os dois últimos blocos têm tamanhos r e r − 1, então o espaço perdido
por esses dois blocos é no máximo 2r − 1 = O(

√
n). Se armazenamos os

blocos em (por exemplo) um ArrayStack, então a quantidade de espaço
desperdiçado pela Lista que armazena esses r blocos também é O(r) =
O(
√

n). O outro espaço necessário para armazenar n e outras informações
contábeis éO(1). Portanto, a quantidade total de espaço desperdiçado em
um RootishArrayStack é O(

√
n).

Em seguida, argumentamos que este uso do espaço é ideal para qual-
quer estrutura de dados que começa vazia e pode suportar a adição de um
item de cada vez. Mais precisamente, mostraremos que, em algum ponto
durante a adição de n itens, a estrutura de dados está desperdiçando um
espaço de pelo menos

√
n (embora possa estar desperdiçado apenas du-

rante um momento).

Suponha que começamos com uma estrutura de dados vazia e adicio-
namos n itens, um de cada vez. No final deste processo, todos os n itens
são armazenados na estrutura e distribuídos entre uma coleção de r blo-
cos de memória. Se r ≥

√
n, então a estrutura de dados deve estar usando

r ponteiros (ou referências) para acompanhar esses r blocos, e esses pon-
teiros são espaço desperdiçado. Por outro lado, se r <

√
n, então, pelo

princípio da “casa de pombos”, algum bloco deve ter tamanho de pelo
menos n/r >

√
n. Considere o momento em que este bloco foi alocado pela

primeira vez. Imediatamente após ele ter sido alocado, esse bloco estava
vazio e, portanto, estava desperdiçando

√
n de espaço. Portanto, em al-

gum ponto no tempo durante a inserção dos elementos n, a estrutura de
dados estava desperdiçando

√
n de espaço.
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2.6.3 Resumo

O seguinte teorema resume nossa discussão da estrutura de dados Root-
ishArrayStack:

Teorema 2.5. Um RootishArrayStack implementa a interface Lista. Igno-
rando o custo das chamadas para grow() e shrink(), um RootishArrayStack
suporta as operações

• get(i) e set(i,x) com tempo O(1) por operação; e

• add(i,x) e remove(i) com tempo O(1 + n− i) por operação.

Além disso, começando com um RootishArrayStack vazio, qualquer sequência
de m operações add(i,x) e remove(i) resulta em um tempo gasto total de O(m)
durante todas as chamadas para grow() e shrink().

O espaço (medido em palavras)2 usado por um RootishArrayStack que ar-
mazena n elementos é n +O(

√
n).

2.7 Discussões e Exercícios

A maioria das estruturas de dados descritas neste capítulo são tradici-
onais. Elas podem ser encontrados em implementações que datam de
mais de 30 anos. Por exemplo, as implementações de pilhas, filas e de-
ques, que generalizam facilmente as estruturas ArrayStack, ArrayQueue
e ArrayDeque descritas aqui, são discutidas por Knuth [46, Section 2.2.2].

Brodnik et al. [13] parece ter sido o primeiro a descrever o Rootish-
ArrayStack e provar um limite inferior de

√
n assim na Seção 2.6.2. Eles

também apresentam uma estrutura diferente que usa uma escolha mais
sofisticada de tamanhos de bloco para evitar a computação de raízes qua-
dradas no método i2b(i). Dentro de seu esquema, o bloco contendo i é o
bloco blog(i + 1)c, que é simplesmente o índice do bit 1 mais significativo
na representação binária de i + 1. Algumas arquiteturas de computador
fornecem uma instrução para calcular o índice do bit 1 mais significativo
em um inteiro.

2Reveja Seção 1.4 para uma discussão sobre como a memória é medida.
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Uma estrutura relacionada ao RootishArrayStack é o vetor em cama-
das de dois níveis de Goodrich e Kloss [35]. Essa estrutura suporta as
operações get(i,x) e set(i,x) em tempo constante e add(i,x) e remove(i) em
O(
√

n). Esses tempos de execução são semelhantes aos que podem ser al-
cançados com a implementação mais cuidadosa de um RootishArrayStack
discutido em Exercício 2.10.

Exercício 2.1. O método de Lista add_all(i,c) insere todos os elementos
do Collection c na lista na posição i. (O método add(i,x) é um caso es-
pecial onde c = {x}.) Explique porque, para as estruturas de dados neste
capítulo, não é eficiente implementar add_all(i,c) por chamadas repeti-
das para add(i,x). Conceber e implementar uma implementação mais
eficiente.

Exercício 2.2. Crie e implemente um RandomQueue. Esta é uma imple-
mentação da interface Fila na qual a operação remove() remove um ele-
mento que é escolhido uniformemente ao acaso entre todos os elementos
atualmente na fila. (Pense em uma RandomQueue como um saco em
que podemos adicionar elementos ou alcançar e remover às cegas algum
elemento aleatório.) As operações add(x) e remove() na RandomQueue
devem ser executadas em tempo amortizado constante por operação.

Exercício 2.3. Projete e implemente uma Treque (fila triplamente termi-
nada). Esta é uma implementação de Lista em que get(i) e set(i,x) são exe-
cutadas em tempo constante e add(i,x) e remove(i) executam no tempo

O(1 + min{i,n− i, |n/2− i|}) .

Em outras palavras, as modificações são rápidas se estiverem perto de
uma das extremidades ou perto do meio da lista.

Exercício 2.4. Implementar um método rotate(a,r) que “gira” o array a
para que a[i] se mova para a[(i+r) mod length(a)], para todo i ∈ {0, . . . , length(a)}.

Exercício 2.5. Implemente um método rotate(r) que “gire” uma Lista
para que o item de lista i se torne o item de lista (i + r) mod n. Quando
executado em um ArrayDeque, ou um DualArrayDeque, rotate(r) deve
ser executado em tempo O(1 + min{r,n− r}).

Exercício 2.6. Este exercício é deixado de fora da edição de pseudocódigo.
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Exercício 2.7. Modifique a implementação ArrayDeque para que ele não
use o operador mod (que tem alto custo em alguns sistemas). Em vez
disso, deve fazer uso do fato de que, se length(a) é uma potência de 2,
então

k mod length(a) = k∧ (length(a)− 1) .

(Aqui, ∧ é um operador bit-a-bit.)

Exercício 2.8. Projete e implemente uma variante de ArrayDeque que
não faça nenhuma aritmética modular. Em vez disso, todos os dados fi-
cam em blocos consecutivos, ordenados, dentro de um array. Quando os
dados excedem o início ou o fim desse array, uma operação rebuild() mo-
dificada é executada. O custo amortizado de todas as operações deve ser
o mesmo que em um ArrayDeque.
Dica: Conseguir que isso funcione diz respeito realmente a sobre como
você implementa a operação rebuild(). Você gostaria que rebuild() colo-
casse a estrutura de dados em um estado onde os dados não podem ultra-
passar qualquer final até que pelo menos n/2 operações sejam realizadas.

Teste o desempenho da sua implementação com o ArrayDeque. Oti-
mize sua implementação (usando System.arraycopy(a, i,b, i,n)) e veja se
você pode superar a implementação de ArrayDeque.

Exercício 2.9. Crie e implemente uma versão de um RootishArrayStack
que tenha apenas O(

√
n) de espaço desperdiçado, mas que possa executar

as operações add(i,x) e remove(i,x) e tempo O(1 + min{i,n− i}).

Exercício 2.10. Crie e implemente uma versão de um RootishArrayStack
que tenha apenas O(

√
n) de espaço desperdiçado, mas que possa executar

as operações add(i,x) e remove(i,x) em um tempo O(1 + min{
√

n,n − i}).
(Para uma idéia sobre como fazer isso, veja Seção 3.3.)

Exercício 2.11. Crie e implemente uma versão de um RootishArrayStack
que tenha apenas O(

√
n) de espaço desperdiçado, mas que possa executar

as operações add(i,x) e remove(i,x) em um tempo O(1 + min{i,
√

n,n − i}).
(Veja Seção 3.3 para obter ideias sobre como conseguir isso.)

Exercício 2.12. Crie e implemente um CubishArrayStack. Essa estrutura
de três níveis implementa a interface Lista com um desperdício de es-
paço deO(n2/3). Nesta estrutura, get(i) e set(i,x) tomam tempo constante;
enquanto add(i,x) e remove(i) tomam um tempo amortizado de O(n1/3).
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Capítulo 3

Listas Encadeadas

Neste capítulo, continuamos a estudar implementações da interface List,
desta vez utilizando estruturas de dados baseadas em ponteiro em vez
de arrays. As estruturas neste capítulo são constituídas por nós que con-
têm os itens da lista. Usando referências (ponteiros), os nós são encade-
ados em uma sequência. Primeiro, estudamos listas simplesmente enca-
deadas, que podem implementar as operações de uma Stack e de uma
Queue (FIFO) em tempo constante por operação e, em seguida, passamos
para listas duplamente encadeadas, que podem implementar operações
de Deque em tempo constante.

As listas encadeadas têm vantagens e desvantagens quando compara-
das com implementações baseadas em array da interface List. A principal
desvantagem é que perdemos a capacidade de acessar qualquer elemento
usando get(i) ou set(i,x) em tempo constante. Em vez disso, temos de per-
correr a lista, um elemento de cada vez, até chegar ao i-ésimo elemento. A
principal vantagem é que elas são mais dinâmicas: dada uma referência
a qualquer nó de lista u, podemos apagar u ou inserir um nó adjacente a
u em tempo constante. Isso é verdade, não importa onde u esteja na lista.

3.1 SLList: Uma Lista Simplesmente Encadeada

Uma SLList (lista simplesmente encadeada) é uma sequência de Nós. Cada
nó u armazena um valor de dados u.x e uma referência u.next para o pró-
ximo nó na sequência. Para o último nó w na sequência, w.next = nil
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a b c d e

head tail

a b c d e

add(x)

x

head tail

b c d e

remove()

x

head tail

c d e

pop()

x

head tail

y c d e

push(y)

x

head tail

Figura 3.1: Uma sequência de operações de Queue (add(x) e remove()) e de Stack
(push(x) e pop()) em uma SLList.

Para eficiência, um SLList usa as variáveis head e tail para manter o
registro do primeiro e do último nó na sequência, bem como um número
inteiro n para acompanhar o tamanho da sequência:

initialize()
n← 0
head← nil

tail← nil

Uma sequência de operações em um Stack e uma Queue em um SLList
é ilustrada na Figura 3.1.

Uma SLList pode implementar eficientemente as operações push() e
pop() de uma Stack, adicionando e removendo elementos na cabeça da
sequência. A operação push() simplesmente cria um novo nó u com valor
de dados x, define u.next no cabeçalho antigo da lista e torna u o novo
cabeçalho da lista. Finalmente, ele incrementa n, uma vez que o tamanho
da SLList aumentou em um:
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push(x)
u← new_node(x)
u.next← head

head← u

if n = 0 then
tail← u

n← n + 1
return x

A operação pop(), depois de verificar que a SLList não está vazia, re-
move a cabeça definindo head← head.next e decrementando n. Um caso
especial ocorre quando o último elemento está sendo removido, caso em
que tail é definido como nil:

pop()
if n = 0 then return nil
x← head.x
head← head.next
n← n− 1
if n = 0 then

tail← nil

return x

Claramente, as operações push(x) e pop() são executadas em tempo
O(1).

3.1.1 Operações de Fila

Uma SLList também pode implementar as operações de fila FIFO, add(x)
e remove(), em tempo constante. As remoções são feitas a partir da cabeça
da lista e são idênticas à operação pop():

remove()
return pop()
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Adições, por outro lado, são feitas no final da lista. Na maioria dos
casos, isso é feito definindo tail.next = u, onde u é o nó recém-criado que
contém x. No entanto, um caso especial ocorre quando n = 0, caso em que
tail = head = nil. Nesse caso, tanto tail como head são definidos como u.

add(x)
u← new_node(x)
if n = 0 then

head← u

else
tail.next← u

tail← u

n← n + 1
return true

Claramente, ambos add(x) e remove() levam tempo constante.

3.1.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma SLList:

Teorema 3.1. Uma SLList implementa a interface para Stack e (FIFO) Queue.
As operações push(x), pop(), add(x) e remove() são executadas em um tempo
O(1) por operação.

Uma SLList quase implementa o conjunto completo de operações de
uma Deque. A única operação que falta é a remoção da cauda de uma
SLList. Remover a cauda de uma SLList é difícil porque requer a atuali-
zação do valor da tail para que ele aponte para o nó w que precede tail na
SLList; este é o nó w tal que w.next = tail. Infelizmente, a única maneira
de chegar ao w é atravessar a SLList começando em head e tomando n− 2
passos.
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a b c d e

dummy

Figura 3.2: Uma DLList contendo a,b,c,d,e.

3.2 DLList: Uma lista duplamente encadeada

A DLList (lista duplamente encadeada) é muito semelhante a uma SLList,
exceto que cada nó u em uma DLList tem referências tanto ao nó u.next
que o sucede, quanto ao nó u.prev que o precede.

Ao implementar uma SLList, vimos que sempre havia vários casos es-
peciais para se preocupar. Por exemplo, remover o último elemento ou
adicionar um elemento vazio a uma SLList requer cuidado para garantir
que head e tail sejam atualizados corretamente. Numa DLList, o número
destes casos especiais aumenta consideravelmente. Talvez a maneira mais
limpa de cuidar de todos esses casos especiais numa DLList é introduzir
um nó dummy. Este é um nó que não contém quaisquer dados, mas age
como um espaço reservado para que não haja nós especiais; cada nó tem
um next e um prev, com o dummy agindo como o nó que sucede o último
nó na lista e que precede o primeiro nó na lista. Desta forma, os nós da
lista são (duplamente) ligados em um ciclo, como ilustrado na Figura 3.2.

initialize()
n← 0
dummy←DLList.Node(nil)
dummy.prev← dummy

dummy.next← dummy

Encontrar um nó com um índice específico em uma DLList é fácil. Po-
demos começar na cabeça da lista (dummy.next) e trabalhar para a frente,
ou começar no final da lista (dummy.prev) e trabalhar para trás. Isso nos
permite alcançar o i-ésimo nó em O(1 + min{i,n− i}):
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get_node(i)
if i < n/2 then

p← dummy.next
repeat i times

p← p.next
else

p← dummy

repeat n− i times
p← p.prev

return p

As operações get(i) e set(i,x) agora também são fáceis. Em primeiro
lugar, localizamos o i-ésimo nó e depois obtemos(get) ou definimos(set)
seu valor x:

get(i)
return get_node(i).x

set(i,x)
u← get_node(i)
y← u.x
u.x← x

return y

O tempo de execução dessas operações é dominado pelo tempo que
leva para encontrar o i-ésimo nó, sendo assim, O(1 + min{i,n− i}).

3.2.1 Adicionando e Removendo

Se tivermos uma referência a um nó w numa DLList e quisermos inserir
um nó u antes de w, então isto é apenas uma questão de definir u.next =
w, u.prev = w.prev e, em seguida, ajustar u.prev.next e u.next.prev. (Ver
Figura 3.3.) Graças ao nó dummy, não há necessidade de se preocupar se
w.prev ou w.next não existam.

66



w

u

· · ·· · ·

u.nextu.prev

Figura 3.3: Adicionando o nó u antes do nó w em uma DLList.

add_before(w,x)
u←DLList.Node(x)
u.prev← w.prev
u.next← w

u.next.prev← u

u.prev.next← u

n← n + 1
return u

Dessa forma, a operação de lista add(i,x) se torna trivial para imple-
mentar. Encontramos o i-ésimo nó na DLList e inserimos um novo nó u
que contém x imediatamente antes dele.

add(i,x)
add_before(get_node(i),x)

A única parte não constante do tempo de execução de add(i,x) é o
tempo necessário para encontrar o i-ésimo nó (usando get_node(i)). As-
sim, add(i,x) é executado em O(1 + min{i,n− i}).

Remover um nó w da DLList é fácil. Nós só precisamos ajustar os
ponteiros em w.next e w.prev para que eles pulem w. Novamente, o uso do
nó dummy elimina a necessidade de considerar quaisquer casos especiais:
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remove(w)
w.prev.next← w.next
w.next.prev← w.prev
n← n− 1

Agora a operação remove(i) é trivial. Achamos o nó com índice i e
removemos:

remove(i)
remove(get_node(i))

Novamente, a única parte cara dessa operação é achar o i-ésimo nó
usando get_node(i), então remove(i) roda em O(1 + min{i,n− i}).

3.2.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma DLList:

Teorema 3.2. A DLList implementa a interface de uma Lista. Na imple-
mentação, as operações get(i), set(i,x), add(i,x) e remove(i) executam em
O(1 + min{i,n− i}) por operação.

Vale notar que, se ignorarmos o custo da operação get_node(i), então
todas as operações da DLList levam tempo constante. Portanto, a única
parte cara das operações na DLList é achar o nó relevante. Uma vez te-
nhamos o nó relevante, adicionar, remover, ou acessar os dados no nó leva
tempo constante.

Isso contrasta claramente com as implementações da Lista baseada
em array do Capítulo 2; nessas implementações, o item relevante no ar-
ray pode ser encontrado com tempo constante. Entretanto, adicionar ou
remover requer uma mudança de elementos no array e, em geral, leva um
tempo não constante.

Por essa razão, as estruturas de lista encadeadas são bem adequadas
para aplicações em que as referências a nós de lista podem ser obtidas por
meios externos.
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3.3 SEList: Uma Lista Encadeada Eficiente em Espaço

Uma das desvantagens das listas encadeadas (além do tempo que leva
para acessar elementos que estão no final da lista) é o seu uso de espaço.
Cada nó na DLList requer duas referências adicionais para o próximo nó
e o anterior na lista. Dois desses campos no nó Node são dedicados a
manter a lista, e só um dos campos serve para armazenar dados!

Uma SEList (lista eficiente em espaço) reduz o desperdício de espaço
usando uma ideia simples: em vez de guardar os elementos individual-
mente numa DLList, guardamos um bloco (array) contendo vários itens.
Mais precisamente, a SEList é parametrizada pelo tamanho do bloco b.
Cada nó individual em uma SEList guarda um bloco que suporta até b+1
elementos.

Por razões que ficarão claras mais à frente, será útil se pudermos fazer
operações do Deque em cada bloco. A estrutura de dados que escolhemos
para isso é a BDeque (bounded deque), derivada da ArrayDeque, estru-
tura descrita na Seção 2.4. O BDeque se diferencia do ArrayDeque numa
pequena coisa: quando um novo BDeque é criado, o tamanho do array de
suporte a é fixado em b + 1 e nunca cresce ou encolhe. A propriedade im-
portante do BDeque é que ele permite adição e remoção de elementos por
qualquer dos lados em tempo constante. Isso será útil quando elementos
forem trocados de um bloco para outro.

Uma SEList é só uma lista duplamente encadeada de blocos. Além dos
ponteiros next e prev , cada nó u em uma SEList contém um BDeque, u.d.

3.3.1 Requisitos de Espaço

Uma SEList coloca restrições rígidas sobre o número de elementos em um
bloco: a menos que um bloco seja o último bloco, então esse bloco contém
pelo menos b − 1 e no máximo b + 1 elementos. Isto significa que, se um
SEList contém n elementos, então ele tem no máximo

n/(b− 1) + 1 =O(n/b)

blocos. A BDeque para cada bloco contém um array de comprimento b+1
mas, para cada bloco exceto o último, no máximo uma quantidade cons-
tante de espaço é desperdiçada nesse array. A memória restante usada
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por um bloco também é constante. Isso significa que o espaço perdido em
uma SEList é apenas O(b + n/b). Ao escolher um valor de b dentro de um
fator constante

√
n, podemos fazer o overhead de espaço de uma SEList

se aproximar do limite inferior
√

n dado na Seção 2.6.2.

3.3.2 Encontrando Elementos

O primeiro desafio que encontramos em uma SEList é encontrar o item
da lista com um dado índice i. Note que a localização do elemento é
constituída por duas partes:

1. O nó u que contém o bloco que contém o elemento com o índice i; e

2. o índice j do elemento dentro do bloco.

Para encontrar o bloco que contém um determinado elemento, pro-
cedemos da mesma maneira que em uma DLList. Ou começamos pela
frente da lista se deslocando para frente, ou por trás da lista se deslo-
cando para trás até chegar ao nó que queremos. A única diferença é que,
cada vez que passamos de um nó para o próximo, nós pulamos um bloco
inteiro de elementos.

get_location(i)
if i < ndiv2 then

u← dummy.next
while i ≥ u.d.size() do

i← i−u.d.size()
u← u.next

return u, i
else

u← dummy

idx← n

while i < idx do
u← u.prev
idx← idx−u.d.size()

return u, i− idx
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Lembre-se que, com exceção de no máximo um bloco, cada bloco con-
tém pelo menos b − 1 elementos, de modo que cada etapa em nossa pes-
quisa nos deixa b−1 elementos mais próximos do elemento procurado. Se
nós estamos procurando para a frente, isto significa que atingimos o nó
procurado após O(1 + i/b) passos. Se buscarmos para trás, então alcança-
mos o nó procurado apósO(1+(n− i)/b) passos. O algoritmo leva a menor
dessas duas quantidades dependendo do valor de i, então o tempo para
localizar o item com o índice i é O(1 + min{i,n− i}/b).

Uma vez que saibamos como localizar o item com o índice i, as ope-
rações get(i) e set(i,x) traduzem-se em obter ou definir um determinado
índice no bloco correto:

get(i)
u, j← get_location(i)
return u.d.get(j)

set(i,x)
u, j← get_location(i)
return u.d.set(j,x)

Os tempos de execução destas operações são dominados pelo tempo
que leva para localizar o item, então eles também são executados no tempo
O(1 + min{i,n− i}/b).

3.3.3 Adicionando um Elemento

Adicionar elementos em uma SEList é um pouco mais complicado. Antes
de considerar o caso geral, consideramos a operação mais fácil, add(x), na
qual x é adicionado ao final da lista. Se o último bloco estiver cheio (ou
não existir porque ainda não tem blocos), então nós primeiro alocamos
um novo bloco e o anexamos à lista de blocos. Agora que temos certeza
de que o último bloco existe e não está cheio, anexamos x no último bloco.

append(x)
last← dummy.prev
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a b c d e f g h i j· · · · · ·

a x b c d e f g h i· · · · · ·j

a b c d e f g h· · ·

a x b c d e f g h· · ·

a b c d e f g h i j· · · · · ·

a x b c d e f g h· · · i

k l

· · ·j k l

Figura 3.4: Os três casos que ocorrem durante a adição de um item x no interior
de uma SEList. (Essa SEList tem bloco de tamanho b = 3.)

if last = dummy or last.d.size() = b + 1 then
last← add_before(dummy)

last.d.append(x)
n← n + 1

As coisas ficam mais complicadas quando adicionamos ao interior da
lista usando add(i,x). Primeiro localizamos i para obter o nó u cujo bloco
contém o i-ésimo item da lista. O problema é que queremos inserir x no
bloco do u, mas temos de estar preparados para o caso onde o bloco do u
já contém b + 1 elementos, já estando cheio e sem espaço para x.

Suponha que u0,u1,u2, . . . indica u, u.next, u.next.next, e assim por di-
ante. Exploramos u0,u1,u2, . . . procurando um nó que pode fornecer es-
paço para x. Três casos podem ocorrer durante a busca por espaço (veja a
Figura 3.4):

1. Nós, rapidamente, (em r + 1 ≤ b passos) achamos um nó ur cujo
bloco não está cheio. Neste caso, executamos r deslocamentos de
um elemento de um bloco para o próximo, de modo que um espaço
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livre em ur se torne um espaço livre em u0. Podemos, então, inserir
x no bloco u0.

2. Nós, rapidamente, (em r + 1 ≤ b passos) chegamos ao fim da lista
de blocos. Neste caso, adicionamos um novo bloco vazio ao final da
lista de blocos e procedemos como no primeiro caso.

3. Após b passos não encontramos nenhum bloco que não está cheio.
Neste caso, u0, . . . ,ub−1 é uma sequência de blocos b, em que cada um
contém b + 1 elementos. Inserimos um novo bloco ub ao final desta
sequência e distribuímos os b(b+1) elementos originais para que cada
bloco de u0, . . . ,ub contenha exatamente b elementos. Agora, o bloco
de u0 contém apenas b elementos, portanto ele tem espaço para in-
serirmos x.

add(i,x)
if i = n then

append(x)
return

u, j← get_location(i)
r← 0
w← u

while r < b and w , dummy and w.d.size() = b + 1 do
w← w.next
r← r + 1

if r = b then # b blocks, each with b+1 elements
spread(u)
w← u

if w = dummy then # ran off the end - add new node
w← add_before(w)

while w , u do # work backwards, shifting elements as we go
w.d.add_first(w.prev.d.remove_last())
w← w.prev

w.d.add(j,x)
n← n + 1
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O tempo de execução da operação add(i,x) depende que cada um dos
três casos acima ocorra. Os casos 1 e 2 envolvem examinar e deslocar
elementos através de, no máximo, b blocos e demoram O(b). O caso 3 en-
volve chamar o método spread(u), que move b(b + 1) elementos e demora
O(b2). Se nós ignorarmos o custo do Caso 3 (o que explicaremos mais
adiante com a amortização), isto significa que o tempo de execução total
para localizar i e executar a inserção de x é O(b + min{i,n− i}/b).

3.3.4 Remover um Elemento

Remover um elemento de uma SEList é similar a adicionar um elemento.
Primeiro, localizamos o nó u que contém o elemento de índice i. Agora,
temos que estar preparados para o caso em que não podemos remover um
elemento de u sem fazer com que o bloco u fique menor que b− 1.

Novamente, deixe u0,u1,u2, . . . indicar u, u.next, u.next.next, e assim
por diante. Examinamos u0,u1,u2, . . . para procurar um nó do qual po-
demos pegar emprestado um elemento para fazer o tamanho do bloco u0

ser, no mínimo, b− 1. Há três casos a considerar (ver Figura 3.5):

1. Nós, rapidamente, (em r + 1 ≤ b passos) achamos um nó cujo bloco
contém mais de b− 1 elementos. Neste caso, executamos r desloca-
mentos de um elemento de um bloco para o anterior, de modo que o
elemento extra em ur se torne um elemento extra em u0. Podemos,
então,remover o elemento apropriado do bloco u0.

2. Nós, rapidamente, (em r + 1 ≤ b passos) chegamos ao fim da lista
de blocos. Neste caso, ur é o último bloco, e não há razão para o
bloco ur conter, no mínimo, b− 1 elementos. Portanto, procedemos
como acima, pegando emprestado um elemento de ur para fazer um
elemento extra em u0. Se isto fizer com que o bloco ur fique vazio,
então removemos ele.

3. Após b passos, não encontramos nenhum bloco contendo mais de
b−1 elementos. Neste caso, u0, . . . ,ub−1 é uma sequência de b blocos,
em que cada um contém b − 1 elementos. Nós concentramos estes
b(b − 1) elementos em u0, . . . ,ub−2 de modo que cada um destes b −
1 blocos contenha exatamente b elementos e removemos ub−1, que
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a c d e f g· · · · · ·

g

a b c d e f· · ·

a c d e f· · ·

a b c d e f· · · · · ·

a c d e· · · · · ·f

Figura 3.5: Os três casos que ocorrem durante a remoção de um item x no interior
de uma SEList. (Esta SEList tem bloco de tamanho b = 3.)

agora está vazio. Agora, o bloco de u0 contém b elementos e, então,
podemos remover o elemento apropriado dele.

remove(i)
u, j← get_location(i)
y← u.d.get(j)
w← u

r← 0
while r < b and w , dummy and w.d.size() = b− 1 do

w← w.next
r← r + 1

if r = b then # b blocks, each with b-1 elements
gather(u)

u.d.remove(j)
while u.d.size() < b− 1 and u.next , dummy do

u.d.add_last(u.next.d.remove_first())
u← u.next
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if u.d.size() = 0 then remove_node(u)
n← n− 1

Como a operação add(i,x), o tempo de execução da operação remove(i)
é O(b + min{i,n − i}/b) se ignorarmos o custo do método gather(u) que
ocorre no Caso 3.

3.3.5 Análise Amortizada de Distribuição e Concentração

Em seguida, consideramos o custo dos métodos gather(u) e spread(u) que
podem ser executados pelos métodos add(i,x) e remove(i). Por uma ques-
tão de completude, aqui estão:

spread(u)
w← u

for j in 0,1,2, . . . ,b− 1 do
w← w.next

w← add_before(w)
while w , u do

while w.d.size() < b do
w.d.add_first(w.prev.d.remove_last())

w← w.prev

gather(u)
w← u

for j in 0,1,2, . . . ,b− 2 do
while w.d.size() < b do

w.d.add_last(w.next.d.remove_first())
w← w.next

remove_node(w)

O tempo de execução de cada um destes métodos é dominado pelos
dois loops aninhados. Ambos os loops, internos e externos, executam no
máximo b + 1 vezes, de modo que o tempo de execução total de cada um
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destes métodos é O((b + 1)2) =O(b2). No entanto, o seguinte lema mostra
que estes métodos executam no máximo um de cada b chamadas para
add(i,x) ou remove(i).

Lema 3.1. Se for criado uma SEList vazia e qualquer sequência de m ≥ 1
chamadas para add(i,x) e remove(i) for executado, então o tempo total gasto
durante as chamadas para spread() e gather() é O(bm).

Demonstração. Nós usaremos o método potencial de análise amortizada.
Dizemos que um nó u é frágil se o bloco u não contém b elementos (de
modo que u seja o último nó, ou contenha b−1 ou b+1 elementos). Qual-
quer nó cujo bloco contenha b elementos é rígido. Defina o potential de
uma SEList como o número de nós frágeis que contém. Consideramos
apenas a operação add(i,x) e sua relação com o número de chamadas para
spread(u). A análise de remove(i) e gather(u) é idêntica.

Observe que, se o Caso 1 ocorrer durante o método add(i,x), então
somente um nó, ur , tem o tamanho de seu bloco alterado. Portanto, no
máximo um nó, ou seja ur , irá de rígido a frágil. Se ocorrer o Caso 2,
então um novo nó é criado, e este novo nó será frágil, mas nenhum outro
nó mudará de tamanho, então o número de nós frágeis aumentará em um.
Assim, tanto no Caso 1 ou no Caso 2 o potencial do SEList aumentará para
no máximo um.

Finalmente, se ocorre o Caso 3, é porque u0, . . . ,ub−1 são todos nós
frágeis. Então spread(u0) é chamado e estes b nós frágeis são substituídos
por b + 1 nós rígidos. Finalmente, x é adicionado ao bloco u0, fazendo u0

frágil. No total, o potencial diminui em b− 1.

Em resumo, o potencial começa em 0 (não há nós na lista). Cada vez
que Caso 1 ou Caso 2 ocorre, o potencial aumenta, em no máximo, 1.
Cada vez que ocorre o Caso 3, o potencial diminui para b−1. O potencial
(que conta o número de nós frágeis) nunca é menor que 0. Nós concluímos
que, para cada ocorrência do Caso 3, há pelo menos b − 1 ocorrências do
Caso 1 ou Caso 2. Assim, para cada chamada para spread(u) existem pelo
menos b chamadas para add(i,x). Isso completa a verificação.
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3.3.6 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho das estruturas de dados de
SEList:

Teorema 3.3. Um SEList implementa a interface de Lista. Ignorando o custo
das chamadas para spread(u) e gather(u), uma SEList com tamanho de bloco
b supporta as operações

• get(i) e set(i,x) em O(1 + min{i,n− i}/b) vezes por operação; e

• add(i,x) e remove(i) em O(b + min{i,n− i}/b) vezes por operação.

Além disso, começando com uma SEList vazia, qualquer sequência de opera-
ções m add(i,x) e remove(i) resulta em um tempo total gasto de O(bm) du-
rante todas as chamadas para spread(u) e gather(u).

O espaço (medido em palavras)1 usado por uma SEList que armazena n
elementos é n +O(b + n/b).

A SEList é um compromisso entre uma ArrayList e uma DLList na
qual a mistura relativa destas duas estruturas depende do tamanho do
bloco b. No extremo b = 2, cada SEList armazena no máximo três valores,
o que não é muito diferente da DLList. No outro extremo, b > n, todos
os elementos são armazenados em um único array, assim como em um
ArrayList. Entre esses dois extremos reside uma troca entre o tempo que
leva para adicionar ou remover um item da lista e o tempo que leva para
localizar um item de lista particular.

3.4 Discussão e Exercícios

Tanto as listas simplesmente encadeadas e as listas duplamente encade-
adas são técnicas estabelecidas, tendo sido utilizadas em programas há
mais de 40 anos. Elas são discutidas, por exemplo, por Knuth [46, Se-
ções 2.2.3–2.2.5]. Mesmo a estrutura de dados SEList parece ser um exer-
cício bem conhecido de estruturas de dados. A SEList é as vezes chamada
de unrolled linked list [67].

1Releia a Seção 1.4 para uma discussão de como a memória é medida.
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Outra maneira de economizar espaço em uma lista duplamente en-
cadeada é usar as chamadas listas XOR. Em uma lista XOR, cada nó, u,
contém apenas um ponteiro, chamado u.nextprev, que contém o ou ex-
clusivo bi-a-bit de u.prev e u.next. A própria lista precisa armazenar dois
ponteiros, um para o nó dummy e um para dummy.next (o primeiro nó,
ou dummy se a lista estiver vazia). Esta técnica utiliza o fato de que, se
temos um ponteiro para u e u.prev, então podemos extrair u.next usando
a fórmula

u.next = u.prev^u.nextprev .

(Aqui ^ calcula a operação bit-a-bit ou-exclusivo de seus dois argu-
mentos.) Esta técnica complica um pouco o código e não é possível em
algumas linguagens como Java e Python, que têm coleta de lixo, porém
fornece uma lista duplamente encadeada que necessita apenas de um
ponteiro por nó, Veja o artigo de Sinha [68] para uma discussão detalhada
para listas XOR.

Exercício 3.1. Por que não é possível usar um nó dummy num SLList
para evitar todos os casos especiais que ocorrem nas operações push(x),
pop(), add(x) e remove()?

Exercício 3.2. Projete e implemente um método para a SLList, second_last(),
que retorna o penúltimo elemento de SLList. Faça isso sem usar a variável
de membro, n, que acompanha o tamanho da lista.

Exercício 3.3. Implementar as operações de List, get(i), set(i,x), add(i,x) e
remove(i) em SLList. Cada uma dessas operações deve ser executada em
um tempo O(1 + i).

Exercício 3.4. Projete e implemente um método para a SLList, reverse()
que inverte a ordem dos elementos em SLList. Este método deve ser exe-
cutado em tempo O(n), não deve usar recursão, não deve usar nenhuma
estrutura de dados secundária e não deve criar novos nós.

Exercício 3.5. Projete e implemente os métodos para a SLList e DLList
chamados check_size(). Esses métodos percorrem a lista e contam o nú-
mero de nós para ver se isso corresponde ao valor, n, armazenado na lista.
Esses métodos não retornam nada, mas lançam uma exceção se o tamanho
que eles compõem não corresponde ao valor de n.
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Exercício 3.6. Tente recriar o código para a operação add_before(w) que
cria um nó, u, e adiciona-o em DLList antes do nó w. Não consulte este
capítulo. Mesmo que seu código não coincida exatamente com o código
fornecido neste livro, ele ainda pode estar correto. Teste e veja se ele
funciona.

Os próximos exercícios envolvem a realização de manipulações em
DLList. Você deve completá-los sem alocar novos nós ou matrizes tempo-
rárias. Todos podem ser feitos apenas alterando os valores prev e next dos
nós existentes.

Exercício 3.7. Escreva um método is_palindrome() para uma DLList que
retorna true se a lista for palíndromo, ie, o elemento na posição i é igual ao
elemento na posição n− i − 1 para todos i ∈ {0, . . . ,n− 1}. Seu código deve
ser executado em tempo O(n).

Exercício 3.8. Implementar um método rotate(r) que “rotaciona” uma
DLList para que o item da lista i se torne o item da lista (i + r) mod n.
Esse método deve ser executado em tempo O(1 + min{r,n− r}) e não deve
modificar nenhum nó na lista.

Exercício 3.9. Escreva um método, truncate(i), que trunca uma DLList na
posição i. Depois de executar este método, o tamanho da lista será i e deve
conter apenas os elementos nos índices 0, . . . , i − 1.. O valor de retorno é
outra DLList que contém os elementos nos índices i, . . . ,n−1. Esse método
deve ser executado em tempo O(min{i,n− i}).

Exercício 3.10. Escreva um método absorb(l2) para uma DLList, que leva
como argumento uma DLList, l2, esvazia-o e acrescenta seu conteúdo, em
ordem, ao receptor. Por exemplo, se l1 contiver a,b,c e l2 contém d,e, f , e
depois de chamar l1.absorb(l2), l1 conterá a,b,c,d,e, f e l2 estará vazia.

Exercício 3.11. Escreva um método deal() que remove todos os elemen-
tos com índices de números ímpares da DLList e retorna uma DLList con-
tendo esses elementos. Por exemplo, se l1 contém os elementos a,b,c,d,e, f ,
depois de chamar l1.deal(), l1 deve conter a,c, e e uma lista contendo b,d,f
deve ser devolvida.

Exercício 3.12. Escreva um método, reverse(), que inverta a ordem dos
elementos em uma DLList.

80



Exercício 3.13. Este exercício orienta você através de uma implementação
do algoritmo merge-sort para classificar uma DLList, como discutido na
Seção 11.1.1.

1. Escreva o método DLList chamado take_first(l2). Este método leva
o primeiro nó de l2 e adiciona-o à lista de recepção. Isso equivale a
add(size(), l2.remove(0)), exceto que ele não deve criar um novo nó.

2. Escreva um método estático de DLList, merge(l1, l2), que recebe duas
listas classificadas l1 e l2, mescla-as e retorna uma nova lista con-
tendo o resultado. Isso tem como consequência que l1 e l2 se tor-
nam vazias no processo. Por exemplo, se l1 contém a,c,d e l2 contém
b,e, f , assim este método retorna uma nova lista contendo a,b,c,d,e, f .

3. Escreva um método DLList sort() que classifica os elementos conti-
dos na lista usando o algoritmo de ordenação por mesclagem. Este
algoritmo recursivo funciona da seguinte maneira :

(a) Se a lista contém 0 ou 1 elementos, então não há nada a fazer.
Caso contrário,

(b) Usando o método truncate(size()/2), divide a lista em duas lis-
tas de comprimento aproximadamente igual, l1 e l2;

(c) Recursivamente classificar l1;

(d) Recursivamente classificar l2; e, finalmente,

(e) Mesclar l1 e l2 em uma única lista ordenada.

Os próximos exercícios são mais avançados e requerem uma compre-
ensão do que acontece com o valor mínimo armazenado em uma Stack ou
Queue à medida que os itens são adicionados e removidos.

Exercício 3.14. Projetar e implementar uma estrutura de dados MinStack
que pode armazenar elementos comparáveis e suporta as operações de
pilha push(x), pop(), e size(), assim como a operação de min(), que retorna
o valor mínimo atualmente armazenado na estrutura de dados. Todas as
operações devem ser executadas em tempo constante.

Exercício 3.15. Projetar e implementar uma estrutura de dados Min-
Queue que pode armazenar elementos comparáveis e suporta as opera-
ções de fila add(x), remove(), e size(), assim como a operação de min(),
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que retorna o valor mínimo atualmente armazenado na estrutura de da-
dos. Todas as operações devem ser executadas em tempo constante.

Exercício 3.16. Projetar e implementar a MinDeque uma estrutura de da-
dos que pode armazenar elementos comparáveis e suporta todas as ope-
rações de deque add_first(x), add_last(x) remove_first(), remove_last() e
size(),e a operação min(), que retorna o menor valor atualmente armaze-
nado em estrutura de dados. Todas as operações devem ser executadas
em tempo constante.

Os próximos exercícios são projetados para testar o entendimento do
leitor da implementação e análise da lista eficiente em espaço SEList:

Exercício 3.17. Prove que, se uma SEList é usada como uma Stack (para
que as únicas modificações no SEList sejam feitas usando push(x) ≡ add(size(),x)
e pop() ≡ remove(size() − 1)), então esta operação executado em tempo
amortizado constante, independente do valor de b.

Exercício 3.18. Projetar e implementar uma versão de um SEList que su-
porte todas as operações Deque em tempo amortizado constante por ope-
ração, independente do valor de b.

Exercício 3.19. Explicar como usar o operador exclusivo de bit ou opera-
dor, ^, para trocar os valores de duas variáveis int sem usar uma terceira
variável.
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Capítulo 4

Skiplists

Neste capítulo discutiremos uma bela estrutura de dados: a skiplist, que
possui diversas de aplicações. Usando uma skiplist, podemos implemen-
tar uma Lista que tenha tempo deO(logn) para implementações de get(i),
set(i,x), add(i,x), e remove(i). Nós também podemos implementar uma
SSet em que todas as operações são executadas com tempo esperado de
O(logn).

A eficiência das skiplists se baseia no uso da randomização. Quando
um novo elemento é adicionado à skiplist, ela utiliza lançamentos aleató-
rios de moeda para determinar a altura do novo elemento. O desempenho
das skiplists é expresso em termos do tempo de execução esperado e do
tamanho do caminho. Esta expectativa é baseada nos lançamentos alea-
tórios de moeda usados pela skiplist. Na implementação, os lançamentos
aleatórios de moedas usados pela skiplist são simulados usando um gera-
dor de números (ou bits) pseudo aleatórios.

4.1 A Estrutura Básica

Conceitualmente, uma skiplist é uma sequência de listas simplesmente
encadeadas L0, . . . ,Lh. Cada lista Lr contém um subconjunto de itens em
Lr−1. Começamos com a lista inicial L0 que contém n itens e construímos
L1 a partir de L0, L2 a partir de L1, e assim por diante.

Os itens em Lr são obtidos lançando a moeda para cada elemento, x,
em Lr−1 e incluindo x em Lr se a moeda der cara. Este processo termina
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Figura 4.1: Uma skiplist com sete elementos.

quando criamos uma lista Lr que está vazia. Um exemplo de uma skiplist
é mostrado na Figura 4.1.

Para um elemento, x, na skiplist, nós chamamos de altura de x o valor
mais alto de r de modo que x apareça em Lr . Assim, por exemplo, ele-
mentos que só aparecem em L0 tem altura 0. Se pararmos um momento
pra pensar sobre isso, percebemos que a altura de x corresponde à se-
guinte experiência: lance uma moeda repetidamente até aparecer como
coroa. Quantas vezes apareceu cara? A resposta, sem surpresa, é que a al-
tura esperada de um nó é 1. (Esperamos lançar a moeda duas vezes antes
de aparecer coroa, mas não contamos a última jogada.) A altura de uma
skiplist é a altura do seu nó mais alto.

No começo de cada lista está um nó especial, chamado de sentinela,
que atua como um pseudo nó (dummy) para a lista. A propriedade chave
das skiplists é que existe um caminho curto para busca, chamado de ca-
minho de busca, do sentinela em Lh para cada nó em L0. Veja como é fácil
construir um caminho de busca para o nó u (veja Figura 4.2): comece no
canto superior esquerdo da skiplist (o sentinela em Lh) e sempre vá para
a direita, a menos que ultrapasse u, nesse caso você deve dar um passo
para a lista de baixo.

Mais precisamente, para construir um caminho de busca para o nó u
em L0, começaremos pelo sentinela, w, em Lh. Em seguida, verificamos
w.next. Se w.next contém um elemento que aparece antes de u em L0,
então nós ajustamos w = w.next. Caso contrário, movemos para baixo e
continuamos a busca da ocorrência de w na lista Lh−1. Continuamos assim
até chegar ao antecessor de u em L0.

O resultado a seguir, que vamos provar em Seção 4.4, mostra que o
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Figura 4.2: Caminho de busca para o nó que contém o valor 4 em uma skiplist.

caminho de busca é bastante curto:

Lema 4.1. O comprimento esperado do caminho de busca para qualquer nó,
u, em L0 é de no máximo 2logn +O(1) =O(logn).

Uma maneira eficiente em termos de espaço para implementar uma
skiplist é definir um Node, u, consistindo em um valor de dados, x e um
array, next, de ponteiros, onde u.next[i] aponta para o sucessor de u na
lista Li. Desta forma, os dados, x, em um nó são referenciados apenas
uma vez, embora x possa aparecer em várias listas.

As próximas duas seções deste capítulo abordam duas aplicações di-
ferentes de skiplists. Em cada uma dessas aplicações, L0 armazena a es-
trutura principal (uma lista de elementos ou um conjunto de elementos
ordenados). A principal diferença entre essas estruturas é a forma como
um caminho de busca é navegado; em particular, elas se diferem em como
é decidido se um caminho de busca deve descer em Lr−1 ou ir para a di-
reita dentro de Lr .

4.2 SkiplistSSet: Uma SSet eficiente

Uma SkiplistSSet usa uma skiplist para implementar a interface SSet.
Quando usada desta maneira, a lista L0 armazena os elementos de SSet
de forma ordenada. O método find(x) funciona seguindo o caminho de
busca para o menor valor y tal que y ≥ x:
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find_pred_node(x)
u← sentinel

r← h

while r ≥ 0 do
while u.next[r] , nil and u.next[r].x < x do

u← u.next[r] # go right in list r
r← r− 1 # go down into list r-1

return u

find(x)
u← find_pred_node(x)
if u.next[0] = nil then return nil
return u.next[0].x

Seguir o caminho de busca para y é fácil. Quando situado em algum
nó, u, em Lr, olhamos diretamente para u.next[r].x, se x > u.next[r].x, en-
tão damos um passo à direita em Lr. Caso contrário, descemos para Lr−1.
Cada passo (para direita ou descendo) nesta pesquisa leva um tempo
constante; assim, para Lema 4.1, o tempo de execução esperado de find(x)
é de O(logn).

Antes de poder adicionar um elemento a SkipListSSet, precisamos de
um método para simular o lançamento de moedas que determina a altura,
k, de um novo nó. Fazemos isso escolhendo um número inteiro aleatório,
z, e contando o número de 1s na representação binária de z: 1

pick_height()
z← random.getrandbits(32)
k← 0
while z∧ 1 do

k← k + 1
z← zdiv2

1Este método não reproduz exatamente a experiência de lançar moedas, uma vez que o
valor de k será sempre inferior ao número de bits em um int. Contudo, isso terá um impacto
insignificante, a menos que o número de elementos na estrutura seja muito maior do que
232 = 4294967296.
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return k

Para implementar o método add(x) na SkiplistSSet procuramos x e en-
tão colocamos x em algumas listas L0, . . . ,Lk, onde k é selecionado usando
o método pick_height(). A maneira mais fácil de fazer isso é usar um ar-
ray, stack, que acompanha os nós em que o caminho de busca desce de
alguma lista Lr para Lr−1. Mais precisamente, stack[r] é o nó em Lr onde
o caminho de busca prosseguiu para Lr−1. Os nós que modificamos para
inserir x são precisamente os nós stack[0], . . . ,stack[k]. O código seguinte
implementa este algoritmo para add(x):

add(x)
u← sentinel

r← h

while r ≥ 0 do
while u.next[r] , nil and u.next[r].x < x do

u← u.next[r]
if u.next[r] , nil and u.next[r].x = x then return false
stack[r]← u

r← r− 1
w← new_node(x,pick_height())
while h < w.height() do

h← h + 1
stack[h]← sentinel # height increased

for i in 0,1,2, . . . , len(w.next)− 1 do
w.next[i]← stack[i].next[i]
stack[i].next[i]← w

n← n + 1
return true

A remoção de um elemento, x, é feita de forma semelhante, exceto
que não há necessidade do stack para manter o controle do caminho de
busca. A remoção pode ser feita enquanto seguimos o caminho de busca.
Procuramos por x e cada vez que a pesquisa se move para baixo a partir
do nó u, verificamos se u.next.x = x e, em caso afirmativo, desligamos u
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sentinel

3.5

add(3.5)

Figura 4.3: Adicionando o nó contendo o valor 3.5 a uma skiplist. Os nós arma-
zenados em stack estão marcados.

da lista:

remove(x)
removed← false
u← sentinel

r← h

while r ≥ 0 do
while u.next[r] , nil and u.next[r].x < x do

u← u.next[r]
if u.next[r] , nil and u.next[r].x = x then

removed← true
u.next[r]← u.next[r].next[r]
if u = sentinel and u.next[r] = nil then

h← h− 1 # height has decreased
r← r− 1

if removed then n← n− 1
return removed

4.2.1 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma skiplists quando usada
para implementar conjuntos ordenados:

Teorema 4.1. SkiplistSSet implementa a interface SSet. Uma SkiplistSSet

88



0 1 2 4 5 6

sentinel remove(3)

3

Figura 4.4: Removendo o nó que contém o valor 3 da skiplist.

suporta as operações add(x), remove(x), e find(x) em um tempo esperado
O(logn) por operação.

4.3 SkiplistList: Uma Lista de acesso aleatório eficiente

Uma SkiplistList implementa a interface List usando uma estrutura ski-
plist. Em uma SkiplistList, L0 contém os elementos da lista na ordem em
que aparecem na lista. Como em uma SkiplistSSet, os elementos podem
ser adicionados, removidos, e acessados em um tempo O(logn).

Para que isso seja possível, precisamos de uma maneira para seguir o
caminho de busca para o iésimo elemento em L0. A maneira mais fácil
de fazer isso é definir o conceito de comprimento de uma aresta em uma
lista, Lr. Definimos o tamanho de cada aresta em L0 como 1. O tamanho
de uma aresta, e, em Lr, r > 0, é definido como a soma dos tamanhos das
arestas abaixo de e em Lr−1. De forma equivalente, o tamanho de e é o
número de arestas de L0 abaixo de e. Veja Figura 4.5 para um exemplo
de uma skiplist mostrando o tamanho de suas arestas. Uma vez que as
arestas das skiplists são armazenados em arrays, os tamanhos podem ser
armazenados da mesma maneira.

A propriedade útil desta definição de tamanho é que, se estamos em
um nó na posição j em L0 e seguimos uma aresta de tamanho `, então
movemos para um nó cuja posição, em L0, é j + `. Desta forma, enquanto
seguimos um caminho de busca, podemos manter o controle da posição,
j, do nó atual em L0. Em um nó, u, em Lr, vamos para a direita se j mais
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Figura 4.5: Os tamanhos das arestas em uma skiplist.

o tamanho de u.next[r] é menor que i. Caso contrário, desceremos para
Lr−1.

find_pred(i)
u← sentinel

r← h

j←−1
while r ≥ 0 do

while u.next[r] , nil and j + u.length[r] < i do
j← j + u.length[r]
u← u.next[r] # go right in list r

r← r− 1 # go down into list r-1
return u

get(i)
return find_pred(i).next[0].x

set(i,x)
u← find_pred(i).next[0]
y← u.x
u.x← x

return y

Como a parte mais difícil das operações get(i) e set(i,x) é encontrar o
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Figura 4.6: Adicionando um elemento em uma SkiplistList.

i-ésimo nó em L0, essas operações são executadas em um tempo O(logn).
Adicionar um elemento a uma SkiplistList em uma posição, i, é re-

lativamente simples. Ao contrário do que acontece em uma SkiplistSSet,
temos certeza que um novo nó será realmente adicionado, assim podemos
realizar a adição ao mesmo tempo em que buscamos a localização do novo
nó. Primeiramente, pegamos a altura, k, do nó recentemente inserido, w,
e então avançamos o caminho de busca para i. Toda vez que o caminho
de busca desce de Lr com r ≤ k, juntamos w em Lr. O único cuidado ex-
tra necessário é assegurar que o comprimento das arestas seja atualizado
devidamente. Veja Figura 4.6.

Note que, cada vez que o caminho de busca desce um nó, u, em Lr,
o comprimento da aresta u.next[r] aumenta em um, uma vez que esta-
mos adicionando um elemento abaixo desta aresta na posição i. Unir o
nó w entre dois nós, u e z, funciona como mostrado na Figura 4.7. En-
quanto seguimos o caminho de busca, já estamos cientes da posiçao, j, de
u em L0. Portanto, sabemos que o comprimento da aresta de u a w é i− j.
Também podemos deduzir o comprimento da aresta de w a z através do
comprimento, `, da aresta de u a z. Assim sendo, podemos juntar em w e
atualizar os comprimentos das arestas em tempo constante.

Isto soa mais complicado do que é, o código, na verdade, é bem sim-
ples:

add(i,x)
w← new_node(x,pick_height())
if w.height() > h then

h← w.height()
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Figura 4.7: Atualizando os comprimentos das arestas enquanto junta-se o nó w
em uma skiplist.

add(i,w)

add(i,w)
u← sentinel

k← w.height()
r← h

j←−1
while r ≥ 0 do

while u.next[r] , nil and j + u.length[r] < i do
j← j + u.length[r]
u← u.next[r]

u.length[r]← u.length[r] + 1
if r ≤ k then

w.next[r]← u.next[r]
u.next[r]← w

w.length[r]← u.length[r]− (i− j)
u.length[r]← i− j

r← r− 1
n← n + 1
return u

Agora a implementação da operação remove(i) em uma SkiplistList
deveria ser óbvia. Seguimos o caminho de busca para o nó na posição i.
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Figura 4.8: Removing an element from a SkiplistList.

Cada vez que o caminho de busca desce de um nó, u, no nível r diminuí-
mos o comprimento da aresta deixando u neste nível. Também checamos
se u.next[r] é o elemento de posição i e, caso seja, o tiramos da lista neste
nível. Um exemplo é mostrado na Figura 4.8.

remove(i)
u← sentinel

r← h

j←−1
while r ≥ 0 do

while u.next[r] , nil and j + u.length[r] < i do
j← j + u.length[r]
u← u.next[r]

u.length[r]← u.length[r]− 1
if j + u.length[r] + 1 = i and u.next[r] , nil then

x← u.next[r].x
u.length[r]← u.length[r] + u.next[r].length[r]
u.next[r]← u.next[r].next[r]
if u = sentinel and u.next[r] = nil then

h← h− 1
r← r− 1

n← n− 1
return x
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4.3.1 Resumo

O teorema a seguir resume o desempenho da estrutura de dados Skiplist-
List:

Teorema 4.2. Uma SkiplistList implementa a interface List. Uma Skiplist-
List suporta as operações get(i), set(i,x), add(i,x), e remove(i) no tempo de
execução O(logn) esperado.

4.4 Análise de Skiplists

Nesta seção, analisamos a altura, tamanho e comprimento esperados do
caminho de busca em uma skiplist. Esta seção requer um conhecimento
de probabilidade básica. Várias provas são baseadas nas seguintes obser-
vações básicas sobre lançamentos de moedas.

Lema 4.2. Faça com que T seja o número de vezes que uma moeda é jogada e
incluindo a primeira vez que a moeda dá cara. Logo E[T ] = 2.

Demonstração. Suponhamos que paremos de jogar a moeda na primeira
vez que a moeda der cara. Define-se a variável indicadora

Ii =
{

0 se a moeda for lançada menos que i vezes
1 se a moeda for lançada i ou mais vezes

Note que Ii = 1 se e apenas se, os primeiros i − 1 lançamentos da moeda
derem coroa, então E[Ii] = Pr{Ii = 1} = 1/2i−1. Observe que T , o número
total de lançamentos da moeda, pode ser escrito como T =

∑∞
i=1 Ii . Por-

tanto,

E[T ] = E

 ∞∑
i=1

Ii


=
∞∑
i=1

E[Ii]

=
∞∑
i=1

1/2i−1

= 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + · · ·
= 2 .
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Os dois próximos lemas nos dizem que as skiplists têm tamanho li-
near:

Lema 4.3. O número esperado de nós em uma skiplist contendo n elementos,
não incluindo ocorrências do sentinela, é 2n.

Demonstração. A probabilidade de que qualquer elemento particular, x,
esteja incluso na lista Lr é 1/2r, então o número de nós esperado na Lr é
n/2r.2 Portanto, o número total de nós esperado em todas as listas é

∞∑
r=0

n/2r = n(1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + · · · ) = 2n .

Lema 4.4. A altura esperada de uma skiplist contendo n elements é no má-
ximo logn + 2.

Demonstração. Para cada r ∈ {1,2,3, . . . ,∞}, defina a variável indicadora
aleatória

Ir =
{

0 se Lr é vazia
1 se Lr não é vazia

A altura, h, da skiplist é dada por

h =
∞∑
r=1

Ir .

Note que Ir nunca é maior que o tamanho, |Lr|, de Lr, assim

E[Ir] ≤ E[|Lr|] = n/2r .

2Veja Seção 1.3.4 para ver como isso é derivado usando variáveis indicadoras e lineari-
dade de expectativa.
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Portanto, teremos

E[h] = E

 ∞∑
r=1

Ir


=
∞∑

r=1

E[Ir]

=
blognc∑

r=1

E[Ir] +
∞∑

r=blognc+1

E[Ir]

≤
blognc∑

r=1

1 +
∞∑

r=blognc+1

n/2r

≤ logn +
∞∑

r=0

1/2r

= logn + 2 .

Lema 4.5. O número esperado de nós em uma skiplist contendo n elementos,
incluindo todas as ocorrências do sentinela, é 2n +O(logn).

Demonstração. Por Lema 4.3, o número esperado de nós, sem incluir o
sentinela, é 2n. O número de ocorrências do sentinela é igual à altura,
h, da skiplist assim, por Lema 4.4 o número esperado de ocorrências do
sentinela é no máximo logn + 2 =O(logn).

Lema 4.6. O comprimento esperado do caminho de busca em uma skiplist é
no máximo 2logn +O(1).

Demonstração. A maneira mais fácil de ver isso é considerar o caminho
de pesquisa reversa para um nó, x. Este caminho começa no predecessor
de x em L0. A qualquer momento, se o caminho puder subir um nível,
isso acontecerá. Se não conseguir subir um nível, ele irá para a esquerda.
Pensar nisso por alguns instantes nos convencerá de que o caminho de
pesquisa reversa para x é idêntico ao caminho de pesquisa para x, exceto
que é invertido.

O número de nós que o caminho de pesquisa reverso visita em um
nível específico, r, está relacionado à seguinte experiência: lançar uma
moeda. Se a moeda surgir como cara, vá para cima e pare. Caso contrário,
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vá para a esquerda e repita a experiência. O número de lançamentos antes
da cara representa o número de passos à esquerda que um caminho de
busca reversa toma em um determinado nível. 3 Lema 4.2 nos diz que o
número esperado de lançamentos de moeda antes das primeiras caras é
1.

Seja Sr o número de passos que o caminho de busca direta no nível
r que vão para a direita. Acabamos de argumentar que E[Sr] ≤ 1. Além
disso, Sr ≤ |Lr|, já que não podemos dar mais passos em Lr do que o tama-
nho de Lr, assim

E[Sr] ≤ E[|Lr|] = n/2r .

Podemos agora terminar como na prova de Lema 4.4. Seja S o compri-
mento do caminho de busca para algum nó, u, em uma skiplist, e seja h a
altura da skiplist. Então

E[S] = E

h +
∞∑

r=0

Sr


= E[h] +

∞∑
r=0

E[Sr]

= E[h] +
blognc∑

r=0

E[Sr] +
∞∑

r=blognc+1

E[Sr]

≤ E[h] +
blognc∑

r=0

1 +
∞∑

r=blognc+1

n/2r

≤ E[h] +
blognc∑

r=0

1 +
∞∑

r=0

1/2r

≤ E[h] +
blognc∑

r=0

1 +
∞∑

r=0

1/2r

≤ E[h] + logn + 3

≤ 2logn + 5 .

3Observe que isso pode sobrecarregar o número de etapas à esquerda, já que a experiên-
cia deve terminar em as primeiras caras ou quando o caminho de busca alcança o sentinela,
o que ocorrer primeiro. Isto não é um problema já que o lema está apenas indicando um
limite superior.
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O seguinte teorema resume os resultados desta seção:

Teorema 4.3. Uma skiplist contendo n elementos tem tamanho esperadoO(n)
e o comprimento esperado do caminho de busca de qualquer elemnento parti-
cular é no máximo 2logn +O(1).

4.5 Discussão e Exercícios

Skiplists foram introduzidas por Pugh [60] que também apresentou nu-
merosas aplicações e extensões da skiplists [59]. Desde então elas têm
sido estudadas extensivamente. Diversos pesquisadores têm feito preci-
sas análises do comprimento esperado e da variância do caminho de busca
para o i-ésimo elemento em uma skiplist [45, 44, 56]. Versões determinís-
ticas [53], tendenciosas [8, 26], e de ajuste próprio [12] das skiplists têm
sido desenvolvidas. Implementações da Skiplist têm sido escritas em di-
versas linguagens e frameworks e têm sido usadas em sistemas de banco
de dados open-source [69, 61]. Uma variante da skiplist é usada na estru-
tura de gerência de processos do núcleo do sistema operacional HP-UX
[42].

Exercício 4.1. Explique os caminhos de pesquisa para 2.5 e 5.5 na skiplist
da Figura 4.1.

Exercício 4.2. Explique a adição dos valores 0,5 (com uma altura de 1) e
3,5 (com uma altura de 2) na skiplist da Figura 4.1.

Exercício 4.3. Explique a remoção dos valores 1 e 3 na skiplist da Fi-
gura 4.1.

Exercício 4.4. Explique a execução de remove(2) na SkiplistList da Fi-
gura 4.5.

Exercício 4.5. Ilustre a execução de add(3,x) na SkiplistList da Figura 4.5,
assumindo que o método pick_height() seleciona uma altura de 4 para o
nó recém-criado.

Exercício 4.6. Mostre que, durante uma operação add(x) ou remove(x),
o número esperado de ponteiros em SkiplistSet que são alterados é cons-
tante.
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Exercício 4.7. Suponha que, em vez de promover um elemento de Li−1

para Li com base num lançamento de moeda, promovamos com alguma
probabilidade p, 0 < p < 1.

1. Mostre que, com esta modificação, o comprimento esperado de um
caminho de pesquisa é no máximo (1/p) log1/p n +O(1).

2. Qual é o valor de p que minimiza a expressão anterior?

3. Qual é a altura esperada da skiplist?

4. Qual é o número esperado de nós na skiplist?

Exercício 4.8. O método find(x) em uma SkiplistSet às vezes executa com-
parações redundantes; estas ocorrem quando x é comparado com o mesmo
valor mais de uma vez. Elas podem ocorrer quando, para algum nó, u,
u.next[r] = u.next[r − 1]. Mostre como essas comparações redundantes
acontecem e modifique find(x) para que elas sejam evitadas. Analise o
número esperado de comparações feitas pelo seu método find(x) modifi-
cado.

Exercício 4.9. Projete e implemente uma versão de uma skiplist que im-
plemente a interface SSet, mas também permite acesso rápido a elemen-
tos por classificação. Ou seja, ele também suporta a função get(i), que
retorna o elemento cuja classificação é i no tempo esperado O(logn). (A
classificação de um elemento x em um SSet é o número de elementos no
SSet que são menores que x.)

Exercício 4.10. Um indicador em uma skiplist é um array que armazena
a sequência de nós em um caminho de busca no qual o caminho de busca
evolui. (A variável pilha no código de add(x) na página 87 é um indica-
dor, os nós sombreados na Figura 4.3 mostram o conteúdo do indicador).
Pode-se pensar em um dedo apontando o caminho para um nó na lista
mais baixa, L0.

Uma busca por indicador implementa a operação find(x) usando um
indicador que percorre a lista até alcançar um nó u, tal que u.x < x e
u.next = nil ou u.next.x > x, e em seguida realiza uma pesquisa normal
para x a partir de u. É possível provar que o número esperado de passos

99



Skiplists

necessários para uma pesquisa por indicador é O(1 + logr), onde r é o
número de valores em L0 entre x e o valor apontado pelo indicador.

Implementar uma subclasse de Skiplist chamada SkiplistWithFinger
que implementa operações find(x) usando um indicador interno. Esta
subclasse armazena um indicador, que é então usado para que cada ope-
ração find(x) seja implementada como uma pesquisa de indicador. Du-
rante cada operação find(x), o indicador é atualizado para que cada ope-
ração find(x) use, como ponto de partida, um indicador que aponte para
o resultado da operação find(x) anterior.

Exercício 4.11. Escreva um método, truncate(i), que trunca uma Skiplist-
List na posição i. Após a execução deste método, o tamanho da lista é i
e contém apenas os elementos nos índices 0, . . . , i − 1. O valor de retorno
é outra SkiplistList que contém os elementos nos índices i, . . . ,n− 1. Esse
método deve ser executado em um tempo O(logn).

Exercício 4.12. Escreva um método SkiplistList, absorb(l2), que toma
como argumento uma SkiplistList, l2, esvazia-a e anexa seu conteúdo, em
ordem, ao receptor. Por exemplo, se l1 contiver a,b,c e l2 contém d,e, f ,
depois de chamar l1.absorb(l2), l1 conterá a,b,c,d,e, f e l2 estará vazia.
Esse método deve ser executado em um tempo O(logn).

Exercício 4.13. Usando as idéias da lista eficiente em termos de espaço,
SEList, projete e implemente um SSet eficiente em espaço, SESSet. Para
fazer isso, armazene os dados, em ordem, em uma SEList, e armazene
os blocos desta SEList em um SSet. Se a implementação SSet original
usa O(n) espaço para armazenar n elementos, então SESSet usará espaço
suficiente para n elementos mais O(n/b + b) espaço perdido.

Exercício 4.14. Usando SSet como sua estrutura subjacente, projete e im-
plemente um aplicativo que leia um arquivo de texto (grande) e permita
pesquisar, de forma interativa, qualquer subcadeia contida no texto. À
medida que o usuário digita sua consulta, uma parte correspondente do
texto (se houver) deve aparecer como resultado.
Dica 1: Cada substring é um prefixo de algum sufixo, então basta arma-
zenar todos os sufixos do arquivo texto.
Dica 2: Qualquer sufixo pode ser representado de forma compacta como
um inteiro simples indicando onde o sufixo começa no texto.
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Teste sua aplicação em alguns textos grandes, como alguns dos livros dis-
poníveis no Project Gutenberg [1]. Se for feito corretamente, suas aplica-
ções serão bem responsivas; não deve haver atraso notável entre as teclas
de digitação e os resultados.

Exercício 4.15. (Este exercício deve ser feito depois de ler sobre árvores
de busca binária, em Seção 6.2.) Compare as skiplists com árvores de
pesquisa binária das seguintes maneiras:

1. Explicar como a remoção de algumas arestas de uma skiplists leva
a uma estrutura que se parece a uma árvore binária e é semelhante
a uma árvore de pesquisa binária.

2. Skiplists e árvores de pesquisa binária usam cada uma o mesmo
número de ponteiros (2 por nó). As skiplists fazem um melhor uso
desses ponteiros. Explique o porquê.
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Capítulo 5

Tabelas Hash

As tabelas Hash são um método eficiente de armazenar um número pe-
queno, n, de números inteiros de uma grande faixa U = {0, . . . ,2w − 1}.
O termo tabela hash inclui uma ampla gama de estruturas de dados. A
primeira parte deste capítulo concentra-se em duas das implementações
mais comuns de tabelas de hash: hashing com encadeamento e sondagem
linear.

Muitas vezes, as tabelas hash armazenam tipos de dados que não são
inteiros. Nesse caso, um código hash inteiro está associado a cada item de
dados e é usado na tabela hash. A segunda parte deste capítulo discute
como esses códigos de hash são gerados.

Alguns dos métodos utilizados neste capítulo exigem escolhas aleató-
rias de números inteiros em algum intervalo específico. Nos exemplos de
código, alguns desses números inteiros “aleatórios” são constantes codifi-
cadas. Essas constantes foram obtidas usando bits aleatórios gerados pelo
ruído atmosférico.

5.1 ChainedHashTable: Uma Tabela de Dispersão por
Encadeamento

Uma estrutura de dados ChainedHashTable usa dispersão por encadea-
mento para armazenar dados como um array, t, de listas. Um número
inteiro, n, acompanha o número total de itens em todas as listas (veja
Figura 5.1):
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b d

c

i x h j

g

a

f m

e

` k

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15t

Figura 5.1: Um exemplo de ChainedHashTable com n = 14 e length(t) = 16. Nesse
exemplo hash(x) = 6

initialize()
d← 1
t← alloc_table(2d)
z← random_odd_int()
n← 0

O valor hash de um item de dados x, indicado por hash(x), é um valor
na faixa {0, . . . , length(t) − 1}. Todos os itens com valor de hash i são ar-
mazenados na lista em t[i]. Para garantir que as listas não sejam grandes,
mantemos o invariante

n ≤ length(t)

assim, a média de números armazenados na lista será n/length(t) ≤ 1.
Para adicionar um elemento, x, à tabela de hash, primeiro verificamos

se o comprimento de t precisa ser aumentado e, se assim for, crescemos
t. Com isso resolvido, vamos decodificar x por meio de uma função hash
para obtermos um número inteiro, i, no intervalo {0, . . . , length(t) − 1} e
anexamos x à lista t[i]:

add(x)
if find(x) , nil then return false
if n + 1 > length(t) then resize()
t[hash(x)].append(x)
n← n + 1
return true
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Crescer a tabela, se necessário, envolve duplicar o comprimento de t e
reinserir todos os elementos na nova tabela. Esta estratégia é exatamente
a mesma que a utilizada na implementação da ArrayStack e o mesmo
resultado se aplica: O custo de crescimento é apenas constante quando
amortizado em uma sequência de inserções (veja Lema 2.1 na página
35).

Além de crescer, o único outro trabalho feito ao adicionar um novo
valor x a uma ChainedHashTable envolve anexar x à lista t[hash(x)]. Para
qualquer uma das implementações de lista descritas nos Capítulos 2 ou
3, isso leva um tempo constante.

Para remover um elemento, x, da tabela hash, iteramos sobre a lista
t[hash(x)] até encontrar x para, então, removê-lo:

remove(x)
`← t[hash(x)]
for y in ` do

if y = x then
`.remove_value(y)
n← n− 1
if 3 ·n < length(t) then resize()
return y

return nil

Isso leva O(nhash(x)) tempo, onde ni indica o comprimento da lista ar-
mazenada em t[i].

Procurar o elemento x em uma tabela de hash é semelhante. Realiza-
mos uma pesquisa linear na lista t[hash(x)]:

find(x)
for y in t[hash(x)] do

if y = x then
return y

return nil

Novamente, isso leva tempo proporcional ao comprimento da lista
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t[hash(x)].
O desempenho de uma tabela hash depende criticamente da escolha

da função hash. Uma boa função de hash irá espalhar os elementos uni-
formemente entre as listas length(t), de modo que o tamanho esperado da
lista t[hash(x)] seráO(n/length(t)) =O(1). Por outro lado, uma má função
de hash espalhará todos os valores (incluindo x) para a mesma localização
da tabela, caso em que o tamanho da lista t[hash(x)] será n. Na próxima
seção, descrevemos uma boa função de hash.

5.1.1 Hash Multiplicativo

O hashing multiplicativo é um método eficiente de gerar valores de hash
com base na aritmética modular (discutido em Seção 2.3) e na divisão
de números inteiros. Ele usa o operador div, que calcula a parte inteira
de um quociente, ao descartar o restante. Formalmente, para qualquer
número inteiro a ≥ 0 e b ≥ 1, adivb = ba/bc.

No hash multiplicativo, usamos uma tabela hash de tamanho 2d para
um número inteiro d qualquer (chamado dimensão). A função hash de um
inteiro x ∈ {0, . . . ,2w − 1} é

hash(x) = ((z · x) mod 2w)div2w−d .

Aqui, z é um inteiro ímpar escolhido aleatoriamente em {1, . . . ,2w − 1}.
Esta função de hash pode ser realizada de forma muito eficiente obser-
vando que, por padrão, as operações em números inteiros já são feitas em
modulo 2w onde w é o número de bits em um número inteiro. 1 (Ver
Figura 5.2.) Além disso, a divisão inteira por 2w−d é equivalente a des-
cartar os w − d bits mais à direita em uma representação binária (que é
implementado deslocando os bits da direita por w− d usando o operador
�).

hash(x)
return ((z ·hash(x)) mod 2w)� (w− d)

1Isso é verdadeiro para a maioria das linguagens de programação, incluindo C, C#, C++ e
Java. Exceções notáveis são Python e Ruby, no qual o resultado de uma operação de números
inteiros de comprimento w-bit fixo, é atualizado para uma representação de comprimento
variável.

106



2w (4294967296) 100000000000000000000000000000000
z (4102541685) 11110100100001111101000101110101
x (42) 00000000000000000000000000101010
z · x 10100000011110010010000101110100110010
(z · x) mod 2w 00011110010010000101110100110010
((z · x) mod 2w)div2w−d 00011110

Figura 5.2: A operação de um hash multiplicativo com w = 32 e d = 8.

O lema a seguir, cuja prova é adiada até mais tarde nesta seção, mostra
que o hash multiplicativo faz um bom trabalho para evitar colisões:

Lema 5.1. Seja x e y dois valores em {0, . . . ,2w − 1} com x , y. Então
Pr{hash(x) = hash(y)} ≤ 2/2d.

Com o Lema 5.1, o desempenho de remove(x) e find(x) são fáceis de
analisar:

Lema 5.2. Para qualquer valor de dados x, o comprimento esperado da lista
t[hash(x)] é no máximo nx + 2, onde nx é o número de ocorrências de x na
tabela hash.

Demonstração. Tomando S pelo (multi-)conjunto de elementos armaze-
nados na tabela hash que não são iguais a x. Para um elemento y ∈ S,
define-se a variável indicadora

Iy =
{

1 se hash(x) = hash(y)
0 caso contrário

E observe que, pelo Lema 5.1, E[Iy] ≤ 2/2d = 2/length(t). O comprimento
esperado da lista t[hash(x)] é dado por:

E[t[hash(x)].size()] = E

nx +
∑
y∈S

Iy


= nx +

∑
y∈S

E[Iy]

≤ nx +
∑
y∈S

2/length(t)
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≤ nx +
∑
y∈S

2/n

≤ nx + (n−nx)2/n

≤ nx + 2 ,

conforme exigido.

Agora, queremos provar Lema 5.1, mas primeiro precisamos de um
resultado da teoria dos números. Na seguinte prova, usamos a notação
(br , . . . , b0)2 para denotar

∑r
i=0 bi2

i , onde cada bi é um pouco, seja 0 ou 1.
Em outras palavras, (br , . . . ,b0)2 é o inteiro cuja representação binária é
dada por br , . . . ,b0. Usamos ? para denotar um bit de valor desconhecido.

Lema 5.3. Seja S o conjunto de inteiros ímpares em {1, . . . ,2w − 1}; Seja q e
i dois elementos em S. Então há exatamente um valor z ∈ S, de modo que
zq mod 2w = i.

Demonstração. Uma vez que o número de escolhas para z e i é o mesmo,
basta provar que existe no máximo um valor z ∈ S que satisfaça zq mod
2w = i.

Suponhamos, por uma questão de contradição, que existem dois des-
ses valores z e z′ , com z > z′ . Então

zq mod 2w = z′q mod 2w = i

Portanto

(z− z′)q mod 2w = 0

Mas isso significa que

(z− z′)q = k2w (5.1)

para qualquer inteiro k. Pensando em termos de números binários, temos
que

(z− z′)q = k · (1,0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
w

)2 ,

de modo que os w bits de fuga na representação binária de (z − z′)q são
todos os 0’s.
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Além disso, k , 0, desde q , 0 e z− z′ , 0. Uma vez que q é impar, não
possui 0’s na sua representação binária.

q = (?, . . . ,?,1)2 .

Desde |z − z′ | < 2w, z − z′ tem menos do que w 0’s seguidos na sua repre-
sentação binária:

z− z′ = (?, . . . ,?,1,0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
<w

)2 .

Portanto, o produto (z−z′)q tem menos do que w 0’s na sua representação
binária:

(z− z′)q = (?, · · · ,?,1,0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
<w

)2 .

Dessa forma, (z − z′)q não pode satisfazer (5.1), produzindo uma contra-
dição e completando a prova.

A utilidade do Lema 5.3 vem da seguinte observação: Se z for esco-
lhido uniformemente aleatoriamente de S, então zt é distribuído unifor-
memente em S. Na seguinte prova, ajuda a pensar na representação bi-
nária de z, que consiste em w− 1 bits aleatórios seguido por um 1.

Prova do Lema 5.1. Primeiro, observamos que a condição hash(x) = hash(y)
é equivalente à declaração “a ordem mais alta d bits de zx mod 2w e os d
bits de ordem superior zy mod 2w são os mesmos.” Uma condição neces-
sária dessa afirmação é que os bits d de ordem superior na representação
binária de z(x− y) bmod2w são todos 0 ou todos 1. Isso é,

z(x− y) mod 2w = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
d

,?, . . . ,?︸ ︷︷ ︸
w−d

)2 (5.2)

quando zx mod 2w > zy mod 2w ou

z(x− y) mod 2w = (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
d

,?, . . . ,?︸ ︷︷ ︸
w−d

)2 . (5.3)

quando zx mod 2w < zy mod 2w. Portanto, apenas temos que limitar a
probabilidade de que z(x− y) mod 2w pareça (5.2) ou (5.3).
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Seja q um inteiro ímpar exclusivo tal que (x − y) mod 2w = q2r para
algum inteiro r ≥ 0. Pela Lema 5.3, a representação binária de zq mod 2w

tem w− 1 bits aleatórios, seguido por um 1:

zq mod 2w = (bw−1, . . . , b1︸       ︷︷       ︸
w−1

,1)2

Portanto, a representação binária de z(x − y) mod 2w = zq2r mod 2w tem
w− r − 1 bits aleatórios, seguido de um 1, seguido de r 0’s:

z(x− y) mod 2w = zq2r mod 2w = (bw−r−1, . . . , b1︸          ︷︷          ︸
w−r−1

,1,0,0, . . . ,0︸    ︷︷    ︸
r

)2

Agora podemos finalizar a prova: se r > w − d, então os d bits de ordem
superior de z(x− y) mod 2w contêm tanto 0’s quanto 1’s, então a probabi-
lidade de que z(x−y) mod 2w pareça (5.2) ou (5.3) é 0 . Se r = w−d, então
a probabilidade de se parecer com (5.2) é 0, mas a probabilidade de se
parecer com (5.3) é 1/2d−1 = 2/2d (uma vez que devemos ter b1, . . . ,bd−1 =
1, . . . ,1). Se r < w − d, então devemos ter bw−r−1, . . . , bw−r−d = 0, . . . ,0 ou
bw−r−1, . . . , bw−r−d = 1, . . . ,1. A probabilidade de cada um desses casos é
1/2d e eles são mutuamente exclusivos, então a probabilidade de um des-
ses casos é 2/2d. Isso completa a prova.

5.1.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma estrutura de dados
ChainedHashTable:

Teorema 5.1. Uma ChainedHashTable implementa a interface USet. Igno-
rando o custo das chamadas para grow(), a ChainedHashTable suporta as
operações add(x), remove(x) e find(x) em O(1) tempo esperado por operação.

Além disso, começando com uma ChainedHashTable vazia, qualquer sequên-
cia de operações de m add(x) e remove(x) resultará num total de O(m) tempo
gasto durante todas as chamadas para grow().
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5.2 LinearHashTable: Sondagem Linear

A estrutura de dados ChainedHashTable usa uma matriz de listas, onde
a i-ésima lista armazena todos os elementos x, tal que hash(x) = i. Uma
alternativa, chamada endereçamento aberto é armazenar os elementos di-
retamente em um array, t, com cada local do array em t armazenando no
máximo um valor. Essa abordagem é tomada pela LinearHashTable des-
crita nesta seção. Em alguns lugares, esta estrutura de dados é descrita
como endereçamento aberto com sondagem linear.

A principal ideia por trás de uma LinearHashTable é que gostaríamos,
de preferência, de armazenar o elemento x com o valor hash i← hash(x)
na localização da tabela t[i]. Se não pudermos fazer isso (porque algum
elemento já está armazenado), então tentamos armazená-lo na localização
t[(i + 1) mod length(t)]; Se isso não for possível, tentemos t[(i + 2) mod
length(t)], e assim por diante, até encontrar um lugar para x.

Há três tipos de registros armazenados em t:

1. dados: valores reais no USet que estamos representando;

2. valores nil: em locais de matriz onde nenhum dado foi armazenado;
e

3. valores del: em locais de matriz onde os dados foram armazenados
uma vez, mas que já foram excluídos.

Além do contador, n, que acompanha o número de elementos na Linear-
HashTable, um contador, q, acompanha o número de elementos dos Ti-
pos 1 e 3. Isso é, q é igual a n mais o número de del valores em t. Para
que isso funcione de forma eficiente, precisamos que t seja considera-
velmente maior do que q, de modo que existam muitos valores nil em
t. As operações na LinearHashTable mantêm, portanto, o invariante que
length(t) ≥ 2q.

Para resumir, um LinearHashTable contém uma matriz, t, que arma-
zena elementos de dados e números inteiros n e q que acompanham o nú-
mero de elementos de dados e valores não nil de t, respectivamente. Como
muitas funções de hash funcionam apenas para tamanhos de tabela que
são uma potência de 2, também mantemos um inteiro d e asseguramos o
invariante length(t) = 2d.
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initialize()
del← object()

initialize()
d← 1
t← new_array(2d)
q← 0
n← 0

A operação find(x) em LinearHashTable é simples. Nós começamos
na entrada do array t[i] onde i = hash(x) e pesquisamos as entradas t[i],
t[(i + 1) mod length(t)], t[(i + 2) mod length(t)], e assim por diante, até en-
contrarmos um índice i′ tal que, também, t[i′] ← x, ou t[i′] ← nil. No
primeiro caso, nós retornamos t[i′]. No último caso, concluímos que x
não está contido na tabela hash e retorna nil.

find(x)
i← hash(x)
while t[i] , nil do

if t[i] , del and x = t[i] then
return t[i]

i← (i + 1) mod length(t)

A operação add(x) também é bastante fácil de implementar. Depois
de verificar que x ainda não está armazenado na tabela (usando find(x)),
buscamos t[i], t[(i + 1) mod length(t)], t[(i + 2) mod length(t)], e assim por
diante, até encontrar nil ou del e armazenar x nessa localização, incremen-
tar n e q, se apropriado.

add(x)
if find(x) , nil then return false
if 2 · (q + 1) > length(t) then resize()
i← hash(x)
while t[i] , nil and t[i] , del do

112



i← (i + 1) mod length(t)
if t[i] = nil then q← q + 1
n← n + 1
t[i]← x

return true

Agora, a implementação da operação remove(x) deve ser óbvia. Nós
buscamos t[i], t[(i + 1) mod length(t)], t[(i + 2) mod length(t)], e assim por
diante até encontrar um índice i′ tal que t[i′] ← x ou t[i′] ← nil. No
primeiro caso, definimos t[i′]← del e retornamos true. No último caso,
concluímos que x não foi armazenado na tabela (e, portanto, não pode ser
excluído) e retornar false.

remove(x)
i← hash(x)
while t[i] , nil do

y← t[i]
if y , del and x = y then

t[i]← del
n← n− 1
if 8 ·n < length(t) then resize()
return y

i← (i + 1) mod length(t)
return nil

A correção dos métodos find(x), add(x) e remove(x) é fácil de verificar,
contudo ela se apoia no uso de valores del. Observe que nenhuma des-
sas operações nunca estabeleceu uma entrada não-nil para nil. Portanto,
quando alcançamos um índice i′ tal que t[i′] ← nil, esta é uma prova
de que o elemento x, que estamos procurando, não está armazenado na
tabela; t[i′] sempre foi nil, então não há nenhuma razão para que uma
operação anterior add(x) tenha prosseguido além do índice i′ .

O método resize() é chamado por add(x) quando o número de entra-
das não-nil excede length(t)/2 ou remove(x) quando o número de entra-
das de dados é inferior a length(t)/8. O método resize() funciona como
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os métodos resize() de outras estruturas de dados baseadas em array. En-
contramos o menor inteiro não negativo d tal que 2d ≥ 3n. Realocamos o
array t para que ela tenha tamanho 2d e, em seguida, inserimos todos os
elementos da versão anterior de t na nova cópia redimensionada de t. Ao
fazer isso, restabelecemos q igual a n, pois o recém-alocado t não contém
valores del.

resize()
d← 1
while (2d < 3 ·n) do d← d + 1
told← t

t← new_array(2d)
q← n

for x in told do
if x , nil and x , del then

i← hash(x)
while t[i] , nil do

i← (i + 1) mod length(t)
t[i]← x

5.2.1 Análise da Sondagem Linear

Observe que cada operação, add(x), remove(x) ou find(x), termina assim
que (ou antes que) descubra a primeira entrada nil em t. A intuição por
trás da análise de sondagem linear é que, uma vez que pelo menos metade
dos elementos em t são iguais a nil, uma operação não demorará muito
para ser concluída, pois será muito rápido encontrar uma entrada nil.
No entanto, não devemos confiar muito nessa intuição, porque isso nos
levaria à conclusão (incorreta) de que o número esperado de locais em t
examinado por uma operação é no máximo de 2.

Para o restante desta seção, assumiremos que todos os valores de hash
são distribuídos de forma independente e uniforme em {0, . . . , length(t) −
1}. Esta não é uma suposição realista, mas permitirá que analisemos a
sondagem linear. Mais tarde, nesta seção, descreveremos um método,
chamado de hash de tabulação, que produz uma função de hash que é
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"suficientemente boa"para sondagem linear. Também assumiremos que
todos os índices nas posições de t são tomados no módulo length(t), de
modo que t[i] é realmente uma abreviatura para t[i mod length(t)].

Dizemos que um percurso de tamanho k que começa em i ocorre quando
todas as entradas da tabela t[i], t[i + 1], . . . , t[i + k −1] não são nil e t[i−1] =
t[i + k] = nil. O número de elementos não-nil de t é exatamente q e o
método add(x) garante que, em todos os momentos, q ≤ length(t)/2. Exis-
tem q elementos x1, . . . ,xq que foram inseridos em t desde a última opera-
ção resize(). Por nossa suposição, cada um deles tem um valor de hash,
hash(xj ), Isso é uniforme e independente do resto. Com esta configuração,
podemos provar o lema principal necessário para analisar a sondagem li-
near.

Lema 5.4. Corrija um valor i ∈ {0, . . . , length(t) − 1}. Então, a probabilidade
de que um período de k começado em i seja O(ck) para alguma constante 0 <
c < 1.

Demonstração. Se um período de k começar em i, então existem exata-
mente k elementos xj such that hash(xj ) ∈ {i, . . . , i + k −1}. A probabilidade
de isso ocorrer é exatamente

pk =
(
q
k

)(
k

length(t)

)k ( length(t)− k
length(t)

)q−k
,

uma vez que, para cada escolha de k elementos, esses k elementos devem
se dispersar para um dos k locais e o restante q − k elementos devem se
dispersar para os outros length(t)− k locais da tabela. 2

Na derivação a seguir, vamos trapacear um pouco e substituir r! por
(r/e)r . A Aproximação de Stirling (Seção 1.3.2) mostra que isso é apenas
um fator de O(

√
r) da verdade. Isso é feito apenas para tornar a derivação

mais simples; Exercício 5.4 pede ao leitor para refazer o cálculo de forma
mais rigorosa usando a Aproximação de Stirling na sua totalidade.

O valor de pk é máximo quando length(t) é mínimo, e a estrutura de

2Note que pk é maior do que a probabilidade de que um percurso k comece em i, uma
vez que a definição de pk não inclui o requisito t[i− 1] = t[i + k] = nil.
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dados mantém a invariante de length(t) ≥ 2q, então

pk ≤
(
q
k

)(
k

2q

)k (2q− k
2q

)q−k

=
(

q!
(q− k)!k!

)(
k

2q

)k (2q− k
2q

)q−k

≈
(

qq

(q− k)q−kkk

)(
k

2q

)k (2q− k
2q

)q−k
[Aproximação de Stirling]

=
(

qkqq−k

(q− k)q−kkk

)(
k

2q

)k (2q− k
2q

)q−k

=
(

qk
2qk

)k (q(2q− k)
2q(q− k)

)q−k

=
(1

2

)k ( (2q− k)
2(q− k)

)q−k

=
(1

2

)k (
1 +

k
2(q− k)

)q−k

≤
(√
e

2

)k
.

(Na última etapa, usamos a desigualdade (1 + 1/x)x ≤ e, que é válida para
todos os x > 0.) Como

√
e/2 < 0.824360636 < 1, isso completa a prova.

Usando Lema 5.4 para provar limites superiores no tempo de exe-
cução esperado de find(x), add(x) e remove(x) agora é bastante sucinto.
Considere o caso mais simples, onde executamos find(x) para algum va-
lor x que nunca tenha sido armazenado no LinearHashTable. Nesse caso,
i = hash(x) é um valor aleatório em {0, . . . , length(t) − 1} independente-
mente do conteúdo de t. Se i for parte de uma extensão de k, então o
tempo necessário para executar a operação find(x) é no máximo O(1 + k).
Assim, o tempo de execução esperado pode ser delimitado por

O

1 +
(

1
length(t)

) length(t)∑
i=1

∞∑
k=0

kPr{i é parte de uma série k}

 .

Observe que cada rodada de comprimento k contribui para a soma in-
terna k vezes para uma contribuição total de k2, então a soma acima pode
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ser reescrita como

O

1 +
(

1
length(t)

) length(t)∑
i=1

∞∑
k=0

k2 Pr{i começa uma série k}


≤O

1 +
(

1
length(t)

) length(t)∑
i=1

∞∑
k=0

k2pk


=O

1 +
∞∑
k=0

k2pk


=O

1 +
∞∑
k=0

k2 ·O(ck)


=O(1) .

O último passo nesta derivação vem do fato de que
∑∞
k=0 k

2 ·O(ck) é uma
série exponencialmente decrescente. 3 Portanto, concluimos que o tempo
de execução esperado da operação find(x) para um valor x que não está
contido em LinearHashTable é O(1).

Se ignorarmos o custo da operação resize(), a análise acima nos dá
tudo o que precisamos para analisar o custo das operações em um Linear-
HashTable.

Em primeiro lugar, a análise de find(x) fornecida acima aplica-se à
operação add(x) quando x não está contido na tabela. Para analisar a
operação find(x) quando x estiver contida na tabela, precisamos apenas
observar que isso é o mesmo que o custo da operação add(x) que adicio-
nou x na tabela anterior. Finalmente, o custo de uma operação remove(x)
é igual ao custo de uma operação find(x).

Em resumo, se ignorarmos o custo das chamadas para resize(), todas
as operações em LinearHashTable são executadas em O(1) tempo espe-
rado. A contabilização do custo do redimensionamento pode ser feita
usando o mesmo tipo de análise amortizada realizada para a estrutura de
dados ArrayStack em Seção 2.1.

3Na terminologia de muitos textos de cálculo, esta soma passa o teste de razão: existe um

inteiro positivo k0 tal que, para todos k ≥ k0, (k+1)2ck+1

k2ck
< 1.

117



Tabelas Hash

5.2.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho da estrutura de dados Linear-
HashTable:

Teorema 5.2. A LinearHashTable implementa a interface USet. Ignorando
o custo das chamadas para resize(), LinearHashTable suporta as operações
add(x), remove(x) e find(x) em O(1) tempo esperado por operação.

Além disso, começando uma LinearHashTable vazia, qualquer sequência
de m add(x) e remove(x) operações resulta em um total de O(m) tempo gasto
durante todas as chamadas para resize().

5.2.3 Hashing por Tabulação

Ao analisar a estrutura LinearHashTable, fizemos uma suposição muito
forte: que para qualquer conjunto de elementos, {x1, . . . ,xn}, os valores
de hash hash(x1), . . . ,hash(xn) são distribuídos de forma independente e
uniforme sobre o conjunto {0, . . . , length(t)−1}. Uma maneira de conseguir
isso é armazenar em um array gigante, tab, de comprimento 2w, onde
cada entrada é um inteiro de w-bit aleatório, independente de todas as
outras entradas. Desta forma, podemos implementar hash(x) extraindo
um inteiro de d-bit de tab[x.hash_code()]:

ideal_hash(x)
return tab[x.hash_code()� w− d]

Aqui,�, é o operador deslocamento de bits para a direita, então

x.hash_code()� w− d

extrai os d bits mais significativos de x’s de w-bit códigos hash.
Infelizmente, armazenar uma matriz de tamanho 2w é proibitivo em

termos de uso de memória. A abordagem usada pela hashing por tabula-
ção é, em vez disso, tratar números w-bit como sendo compostos de w/r
inteiros, cada um com apenas r bits. Desta forma, o hashing de tabulação
só precisa de w/r arrays cada um do comprimento 2r. Todas as entradas
nesses arrays são w-bit inteiros aleatoriamente independentes. Para obter
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o valor de hash(x), divide-se os números inteiros x.hash_code() em w/r
r-bit e usamos estes como índices nesses arrays. Em seguida, combina-
mos todos esses valores com o operador exclusivo de bit a bit para obter
hash(x). O código a seguir mostra como isso funciona quando w = 32 e
r = 4:

hash(x)
h← hash_code(x)
return (tab[0][h∧ff16]

⊕ tab[1][(h� 8)∧ff16]
⊕ tab[2][(h� 16)∧ff16]
⊕ tab[3][(h� 24)∧ff16])� (w− d)

Nesse caso, tab é um array bidimensional com quatro colunas e 232/4 =
256 linhas. Quantidades como ff16, usadas acima, são números hexadeci-
mais cujos dígitos têm 16 valores possíveis 0–9, que têm seu significado
usual e a-f, que denotam 10–15. O número ff16 = 15 · 16 + 15 = 255. O
símbolo ∧ é o operador bitwise AND, então, o código h � 8∧ ff16 extrai
bits com índices de 8 a 15 de h.

Pode-se verificar facilmente que, para qualquer x, hash(x) é uniforme-
mente distribuído em {0, . . . ,2d − 1}. Com um pouco de trabalho, pode-se
verificar se qualquer par de valores possui valores de hash independen-
tes. Isso implica que o hash de tabulação poderia ser usado em lugar de
hashing multiplicativo para a implementação ChainedHashTable.

No entanto, não é verdade que qualquer conjunto de n valores distin-
tos forneça um conjunto de valores de hash independentes n. Contudo,
quando o hashing de tabulação é usado, o limite de Teorema 5.2 ainda é
válido. Referências para isso são fornecidas no final deste capítulo.

5.3 Hash Codes

As tabelas de hash discutidas na seção anterior são usadas para associar
dados com chaves inteiras consistindo de w bits. Em muitos casos, temos
chaves que não são inteiros. Podem ser strings, objetos, arrays ou outras
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estruturas compostas. Para usar tabelas de hash para esses tipos de dados,
devemos mapear esses tipos de dados para os códigos de hash com w-bits.
Os mapeamentos de código Hash devem ter as seguintes propriedades:

1. Se x e y forem iguais, então x.hash_code() e y.hash_code() são iguais.

2. Se x e y não forem iguais, então a probabilidade de que x.hash_code() =
y.hash_code() sejam iguais deve ser pequena (perto de 1/2w).

A primeira propriedade garante que, se armazenarmos x em uma ta-
bela hash e, mais tarde, procuremos um valor y igual a x, então encontra-
remos x — como deveríamos. A segunda propriedade minimiza a perda
de converter nossos objetos em números inteiros. Ele garante que os obje-
tos desiguais geralmente tenham códigos de hash diferentes e, portanto,
provavelmente serão armazenados em locais diferentes em nossa tabela
de hash.

5.3.1 Códigos Hash para Tipos Primitivos de Dados

Pequenos tipos de dados primitivos, como char, byte, int e float, geral-
mente, são fáceis de encontrar códigos de hash. Esses tipos de dados
sempre têm uma representação binária e essa representação binária ge-
ralmente consiste em w ou menos bits. Nesses casos, tratamos esses bits
como a representação de um número inteiro na faixa {0, . . . ,2w − 1} . Se
dois valores são diferentes, eles obtêm códigos hash diferentes. Se eles
são o mesmo, eles obtêm o mesmo código hash.

Alguns tipos de dados primitivos são compostos por mais de w bits,
geralmente cw bits para algum inteiro constante c. (Os tipos long e double
do Java são exemplos disso com c = 2.) Esses tipos de dados podem ser
tratados como objetos compostos feitos de c partes, conforme descrito na
próxima seção.

5.3.2 Códigos Hash para Objetos Compostos

Para um objeto composto, queremos criar um código hash combinando
os códigos hash individuais das partes constituintes do objeto. Isso não
é tão fácil quanto parece. Embora se possa encontrar muitos hacks para
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isso (por exemplo, combinando os códigos de hash com operações bitwise
ou-exclusivo), muitos desses hacks terminam por serem frustrantes (ver
exercícios 5.7–5.9). No entanto, se alguém estiver disposto a fazer aritmé-
tica com 2w bits de precisão, existem métodos simples e robustos dispo-
níveis. Suponha que possamos ter um objeto composto por várias partes
P0, . . . , Pr−1 cujos códigos hash são x0, . . . ,xr−1. Então, podemos escolher
w-bits inteiros aleatórios e mutuamente independentes z0, . . . ,zr−1 e um
2w-bit inteiro impar z e, então, calcular um código hash para nosso ob-
jeto com

h(x0, . . . ,xr−1) =


z

r−1∑
i=0

zixi

 mod 22w

div2w .

Observe que este código hash tem um passo final (multiplicando por z e
dividindo por 2w) que usa a função de hash multiplicativa de Seção 5.1.1
para tirar o 2w-bit resultado intermediário e reduzi-lo para um resultado
final de w-bit. Aqui está um exemplo desse método aplicado a um objeto
composto simples com três partes x0, x1, and x2:

hash_code()
z← [2058cc5016,cb19137e16,2cb6b6fd16]
zz← bea0107e5067d19d16

h← [x0.hash_code(),x1.hash_code(),x2.hash_code()]
return (((z[0] · h[0] + z[1] · h[1] + z[2] · h[2]) · zz) mod 22 ·w))� w

O seguinte teorema mostra que, além de ser direto para implementar,
esse método provavelmente é bom:

Teorema 5.3. Sejam x0, . . . ,xr−1 e y0, . . . ,yr−1 sequencias de w bit inteiros em
{0, . . . ,2w − 1} e assumindo xi , yi para pelo menos um índice i ∈ {0, . . . , r − 1}.
Então

Pr{h(x0, . . . ,xr−1) = h(y0, . . . ,yr−1)} ≤ 3/2w .

Demonstração. Primeiro, ignoraremos o passo de hashing multiplicativo
final e veremos como essa etapa contribui mais tarde. Definir:

h′(x0, . . . ,xr−1) =

 r−1∑
j=0

zjxj

 mod 22w .
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Suponhamos que h′(x0, . . . ,xr−1) = h′(y0, . . . ,yr−1). Podemos reescrever isso
como:

zi(xi − yi) mod 22w = t (5.4)

onde

t =

 i−1∑
j=0

zj (yj − xj ) +
r−1∑
j=i+1

zj (yj − xj )

 mod 22w

Se assumirmos, sem perda de generalidade, que xi > yi , então (5.4) se
torna

zi(xi − yi) = t , (5.5)

já que cada zi e (xi−yi) é ao menos 2w−1, então o produto deles é ao menos
22w − 2w+1 + 1 < 22w − 1. Pressuposto, xi − yi , 0, então (5.5) tem ao me-
nos uma solução em zi . Portanto, uma vez que zi e t são independentes
z0, . . . ,zr−1 são mutuamente independentes), a probabilidade de selecio-
nar h′(x0, . . . ,xr−1) = h′(y0, . . . ,yr−1) seja no máximo 1/2w.

O passo final da função hash é aplicar o hashing multiplicativo para
reduzir o resultado intermediário h′(x0, . . . ,xr−1) de 2w-bit para resultado
final h(x0, . . . ,xr−1) de w-bit. Pelo Teorema 5.3, se h′(x0, . . . ,xr−1) , h′(y0, . . . ,yr−1),
então Pr{h(x0, . . . ,xr−1) = h(y0, . . . ,yr−1)} ≤ 2/2w.

Resumindo,

Pr
{
h(x0, . . . ,xr−1)

= h(y0, . . . ,yr−1)

}

= Pr


h′(x0, . . . ,xr−1) = h′(y0, . . . ,yr−1) or
h′(x0, . . . ,xr−1) , h′(y0, . . . ,yr−1)

and zh′(x0, . . . ,xr−1)div2w = zh′(y0, . . . ,yr−1)div2w


≤ 1/2w + 2/2w = 3/2w .

5.3.3 Códigos Hash para Arrays e Strings

O método da seção anterior funciona bem para objetos que possuem um
número fixo, constante, de componentes. No entanto, ele se destrói quando
queremos usá-lo com objetos que possuem uma quantidade variável de
componentes, uma vez que requer um número aleatório zi de w-bit para
cada componente. Poderíamos usar uma sequência pseudo-randômica
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para gerar tantos zi ’s quanto precisássemos, mas então os zi não seriam
mutuamente independentes e, assim, torna-se-ia difícil provar que os nú-
meros de pseudo-randômicos não interagem bem com a função hash que
estamos usando. Em particular, os valores de t e zi na prova de Teo-
rema 5.3 não são mais independentes.

Uma abordagem mais rigorosa é basear nossos códigos de hash em
polinômios sobre os campos principais; Estes são apenas polinômios re-
gulares que são avaliados em um número primo, p. Este método baseia-se
no seguinte teorema, que diz que os polinômios sobre os campos princi-
pais se comportam quase como os polinômios usuais:

Teorema 5.4. Seja p um número primo, e seja f (z) = x0z0+x1z1+· · ·+xr−1zr−1

uma expressão polinomial, não trivial, com coeficientes xi ∈ {0, . . . ,p − 1}.
Então a equação f (z) mod p = 0 tem no mínimo r − 1 soluções para z ∈
{0, . . . ,p − 1}.

Para usar o Teorema 5.4, nós "hasheamos"uma sequência de intei-
ros x0, . . . ,xr−1 com cada xi ∈ {0, . . . ,p − 2} usando um inteiro aleatório
z ∈ {0, . . . ,p− 1} via fórmula

h(x0, . . . ,xr−1) =
(
x0z0 + · · ·+ xr−1zr−1 + (p− 1)zr

)
mod p .

Observe o termo extra (p−1)zr no final da fórmula. Isso ajuda a pensar
em (p−1) como o último elemento, xr , na sequência xr . Observe, também,
que este elemento difere de qualquer outro elemento na sequência (cada
um dos quais está no conjunto {0, . . . ,p − 2}). Podemos pensar em p − 1
como um marcador de fim de sequência.

O seguinte teorema, que considera o caso de duas sequências do mesmo
comprimento, mostra que esta função hash dá um bom retorno para a pe-
quena quantidade de aleatorização necessária para escolher z:

Teorema 5.5. Seja p > 2w +1 um primo, seja x0, . . . ,xr−1 e y0, . . . ,yr−1 sequên-
cias de inteiros de w-bit em {0, . . . ,2w − 1}, e assumindo-se xi , yi para pelo
menos um índice i ∈ {0, . . . , r − 1}. Então

Pr{h(x0, . . . ,xr−1) = h(y0, . . . ,yr−1)} ≤ (r − 1)/p .

Demonstração. A equação h(x0, . . . ,xr−1) = h(y0, . . . ,yr−1) pode ser reescrita
como (

(x0 − y0)z0 + · · ·+ (xr−1 − yr−1)zr−1
)

mod p = 0. (5.6)
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Sendo xi , yi, um polinômio não trivial. Portanto, pelo Teorema 5.4, tem
no máximo r − 1 soluções em z. A probabilidade de escolher z para ser
uma dessas soluções é, portanto, no máximo (r − 1)/p.

Note-se que esta função de hash também trata do caso em que duas
sequências têm comprimentos diferentes, mesmo quando uma das sequên-
cias é um prefixo do outro. Isso ocorre porque esta função efetivamente
colmeia a sequência infinita

x0, . . . ,xr−1,p− 1,0,0, . . . .

Isso garante que, se tivermos duas sequências de comprimento r e r ′ com
r > r ′ , essas duas sequências diferem no índice i = r. Nesse caso, (5.6) se
tornai=r

′−1∑
i=0

(xi − yi)z
i + (xr ′ − p + 1)zr

′
+
i=r−1∑
i=r ′+1

xiz
i + (p− 1)zr

 mod p = 0 ,

que, pelo Teorema 5.4, tem no máximo r soluções em z. Isto combinado
com Teorema 5.5 é suficiente para comprovar o seguinte teorema mais
geral:

Teorema 5.6. Seja p > 2w+1 um primo, seja x0, . . . ,xr−1 e y0, . . . ,yr ′−1 sequên-
cias distintas de inteiros de w-bit em {0, . . . ,2w − 1}. Então

Pr{h(x0, . . . ,xr−1) = h(y0, . . . ,yr−1)} ≤max{r, r ′}/p .

O código de exemplo a seguir mostra como esta função hash é aplicada
a um objeto que contém um array, x, de valores:

hash_code()
p← 232 − 5 # this is a prime number
z← 64b6055a16 # 32 bits from random.org
z2← 5067d19d16 # random odd 32 bit number
s← 0
zi← 1
for i in 0,1,2, . . . , length(x)− 1 do

# reduce to 31 bits
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xi← ((x[i].hash_code() · z2) mod 232)� 1
s← (s + zi · xi) mod p
zi← (zi · z) mod p

s← (s + zi · (p− 1)) mod p
return s mod 232

O código anterior sacrifica alguma probabilidade de colisão para con-
veniência de implementação. Em particular, aplica a função hash mul-
tiplicativa de Seção 5.1.1, com d = 31 para reduzir x[i].hash_code() para
um valor de 31 bits. Isto é para que as adições e multiplicações que são
feitas modulo o principal p = 232−5 podem ser realizadas usando aritmé-
tica não assinada de 63 bits. Assim, a probabilidade de duas sequências
diferentes, cujo maior comprimento é r, tendo o mesmo código de hash
no máximo

2/231 + r/(232 − 5)

em vez de r/(232 − 5) especificado em Teorema 5.6.

5.4 Discussões e Exercícios

As tabelas Hash e os códigos hash representam um campo de pesquisa
enorme e ativo que é apenas abordado neste capítulo. A Bibliografia on-
line sobre Hashing [10] contém cerca de 2000 entradas.

Existe uma variedade de implementações de tabela hash diferentes. A
descrita na Seção 5.1 é conhecida como hashing com encadeamento (cada
entrada do array contém uma cadeia (List) de elementos). Hashing com
encadeamento remonta a um memorando interno da IBM criado por H.
P. Luhn e datado de janeiro de 1953. Este memorando também parece ser
uma das primeiras referências às linked lists.

Uma alternativa ao hashing com encadeamento é a usada pelos es-
quemas open address, onde todos os dados são armazenados diretamente
em um array. Esses esquemas incluem a estrutura LinearHashTable de
Seção 5.2. Essa idéia também foi proposta, independentemente, por um
grupo da IBM na década de 1950. Os esquemas de endereçamento aberto
devem lidar com o problema de resolução de colisão: index collision re-
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solutiono caso em que dois valores hash para o mesmo local da matriz.
Existem estratégias diferentes para resolução de colisão; Estes fornecem
garantias de desempenho diferentes e muitas vezes exigem funções de
hash mais sofisticadas do que as descritas aqui.

Outra categoria de implementações de tabela de hash são os chama-
dos métodos de hashing perfeito. Estes são métodos em que as operações
find(x) levamO(1) tempo no pior caso. Para conjuntos de dados estáticos,
isso pode ser conseguido encontrando funções de hash perfeitas para os da-
dos; Essas são funções que mapeiam cada peça de dados para um local de
matriz exclusivo. Para os dados que mudam ao longo do tempo, os méto-
dos de hash perfeitos incluem tabelas de hash de dois níveis FKS [31, 24] e
cuckoo hashing [55].

As funções de hash apresentadas neste capítulo estão provavelmente
entre os métodos mais práticos atualmente conhecidos que podem com-
provadamente funcionar bem para qualquer conjunto de dados. Outros
métodos provavelmente bons datam do trabalho pioneiro de Carter e
Wegman, que introduziram a noção de hash universal e descreveram vá-
rias funções de hash para diferentes cenários [14]. Hashing por tabulação,
descrito em Seção 5.2.3, é graças a Carter e Wegman [14], mas sua análise,
quando aplicada a sondagem linear (e vários outros esquemas de tabela
de hash), é graças a Pǎtraşcu e Thorup [58].

A ideia do hash multiplicativo é muito antiga e parece ser parte do
folclore hashing [48, Section 6.4]. No entanto, a idéia de escolher o multi-
plicador z para ser um número aleatório impar e a análise em Seção 5.1.1
é devida a Dietzfelbinger et al. [23]. Esta versão do hashing multiplica-
tivo é uma das mais simples, mas a probabilidade de colisão de 2/2d é um
fator de dois maiores do que o que se poderia esperar com uma função
aleatória de 2w→ 2d. O método multiplica-soma hashing usa a função

h(x) = ((zx + b) mod 22w)div22w−d

onde z e b são escolhidos aleatoriamente de {0, . . . ,22w − 1}. O hashing
Multiply-add tem uma probabilidade de colisão de apenas 1/2d[21], mas
requer aritmética de precisão 2w-bit.

Há uma série de métodos para obter códigos hash de sequências de
comprimento fixo de w-bit inteiros. Um método particularmente rápido
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[11] é a função

h(x0, . . . ,xr−1)
=

(∑r/2−1
i=0 ((x2i + a2i) mod 2w)((x2i+1 + a2i+1) mod 2w)

)
mod 22w

onde r é igual e a0, . . . ,ar−1 são escolhidos aleatoriamente de {0, . . . ,2w}.
Isso produz um código hash de 2w-bit com probabilidade de colisão 1/2w.
Isso pode ser reduzido para um código hash de w-bit usando o hashing
multiplicativo (ou multiplicativo). Esse método é rápido porque requer
apenas r/2 2w-bit multiplicações , enquanto o método descrito em Se-
ção 5.3.2 requer r multiplicações. (As operações mod ocorrem implici-
tamente usando a aritmética w e 2w-bit para as adições e multiplicações,
respectivamente.)

O método de Seção 5.3.3 de usar polinômios sobre campos primos
para matrizes de comprimento variável de hash e strings é devido a Di-
etzfelbinger et al. [22]. Devido ao uso do operador mod que depende
de uma instrução de máquina dispendiosa, infelizmente não é muito rá-
pido. Algumas variantes deste método escolhem o primo p para ser um
da forma 2w − 1, caso em que o operador mod pode ser substituído por
adição (+) e operações bitwise-E (∧) [47, Seção 3.6]. Outra opção é aplicar
um dos métodos rápidos para sequências de caracteres de comprimento
fixo para blocos de comprimento c para alguma constante c > 1 e, em
seguida, aplicar o método de campo primário à sequência resultante de
dr/ce códigos hash.

Exercício 5.1. Uma determinada universidade atribui cada um dos nú-
meros de seus alunos a primeira vez que se inscreveram para qualquer
curso. Esses números são números inteiros sequenciais que começaram
em 0 há muitos anos e agora estão em milhões. Suponhamos que tenha-
mos uma classe de alunos do primeiro ano e queremos atribuir-lhes códi-
gos hash com base nos números de seus alunos. Faz mais sentido usar os
dois primeiros dígitos ou os dois últimos dígitos do número do estudante?
Justifique sua resposta.

Exercício 5.2. Considere o esquema de hashing na Seção 5.1.1, e suponha
n = 2d e d ≤ w/2.

1. Mostre que, para qualquer escolha do multiplicador, z, existe n va-
lores que possuem o mesmo código de hash. (Sugestão: isso é fácil
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e não exige nenhuma teoria de números).

2. Dado o multiplicador, z, descreva n valores de modo que todos te-
nham o mesmo código de hash. (Sugestão: isto é mais difícil e re-
quer uma teoria básica de números).

Exercício 5.3. Prove que o limite 2/2d no Lema 5.1 seja o melhor li-
mite possível mostrando que, se x = 2w−d−2 e y = 3x, entãoPr{hash(x) =
hash(y)} = 2/2d. (Observe as representações binárias de zx e z3x, e use o
fato de que z3x = zx+ 2zx.)

Exercício 5.4. Prove novamente o Lema 5.4 usando a versão completa da
Aproximação de Stirling dada em Seção 1.3.2.

Exercício 5.5. Considere a seguinte versão simplificada do código para
adicionar um elemento x a um LinearHashTable, que simplesmente ar-
mazena x na primeira entrada nil do array encontrada. Explique por que
isso pode ser muito lento, dando um exemplo de uma sequência de O(n)
add(x), remove(x) e find(x) operações que levariam na ordem de n2 tempo
de executar.

add_slow(x)
if 2 · (q + 1) > length(t) then resize()
i← hash(x)
while t[i] , nil do

if t[1] , del and x = t[i] then return false
i← (i + 1) mod len(t[i])

t[i]← x

n← n + 1
q← q + 1
return true

Exercício 5.6. Versões iniciais do método Java hash_code() para a classe
String trabalhada ao não usar todos os caracteres encontrados em strings
longos. Por exemplo, para uma sequência de dezesseis caracteres, o có-
digo hash foi computado usando apenas os oito caracteres de índices pa-
res. Explique por que esta foi uma idéia muito ruim dando um exemplo
de grande conjunto de strings que todos têm o mesmo código hash.
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Exercício 5.7. Suponha que você tenha um objeto composto por dois nú-
meros w-bit, x e y. Mostre porque x⊕ y não faz um bom código hash para
o seu objeto. Dê um exemplo de um grande conjunto de objetos que
todos teriam código hash 0.

Exercício 5.8. Suponha que você tenha um objeto composto por dois nú-
meros w-bit, x e y. Mostre porque x + y não faz um bom código hash para
o seu objeto. Dê um exemplo de um grande conjunto de objetos que todos
teriam o mesmo código hash.

Exercício 5.9. Suponha que você tenha um objeto composto por dois nú-
meros w-bit, x e y. Suponha que o código hash para seu objeto seja defi-
nido por alguma função determinística h(x,y) que produz um inteiro w-
bit inteiro. Prove que exista um grande conjunto de objetos que tenham
o mesmo código hash.

Exercício 5.10. Seja p = 2w − 1 para algum inteiro positivo w. Explique
porque, para um inteiro positivo x

(x mod 2w) + (xdiv2w) ≡ x mod (2w − 1) .

(Isso nos dá um algoritmo x mod (2w −1) para repetidamente "settar" até
x ≤ 2w − 1.)

Exercício 5.11. Encontre algumas implementações de tabelas hash co-
mumente usadas, tais como as implementações ou HashTable ou Linear-
HashTable neste livro e crie uma programa que armazena inteiros nesta
estrutura de dados de modo que haja números inteiros, x, de modo que
find(x) demore tempo linear. Ou seja, encontre um conjunto de n inteiros
para os quais existem cn elementos que dispersem para o mesmo local da
tabela.

Dependendo de quão boa seja a implementação, você poderá fazer isso
apenas inspecionando o código para a implementação, ou talvez seja ne-
cessário que escreva algum código que faça inserções e pesquisas de teste,
medindo quanto tempo demora para adicionar e encontrar valores espe-
cíficos. (Isso pode ser, e tem sido usado, para lançar ataques de negação
de serviço em servidores web [17].)
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Capítulo 6

Árvores Binárias

Este capítulo introduz uma das estruturas mais fundamentais na Ciência
da Computação: árvores binárias. O uso da palavra árvore vem do fato
que, quando as desenhamos, o resultado frequentemente se assemelha às
árvores de uma floresta. Existem muitas maneiras de definir uma árvore
binária. Matematicamente, uma árvore binária é um grafo conectado, não
direcionado, finito, sem ciclos e sem nenhum vértice com grau maior que
três.

Para muitas aplicações na ciência da computação, árvores binárias
possuem raízes: um nó especial, r, com grau de no máximo dois é cha-
mado de raiz da árvore. Para cada nó u , r, o segundo nó no caminho
de u para r é chamado de pai de u. Cada um dos outros nós adjacentes
a u é chamado de filho de u. Muitas da árvores binárias em que estamos
interessados são ordenadas, assim distinguimos entre o filho esquerdo e o
filho direito de u.

Nas ilustrações, árvores binárias são comumente desenhadas da raiz
para baixo, com a raiz no topo do desenho e os filhos esquerdo e direito
dados respectivamente pelas posições esquerda e direita no desenho. (Fi-
gura 6.1). Por exemplo, a Figura 6.2.a mostra uma árvore binária com
nove nós.

As árvores binárias são tão importantes que foi criada uma termino-
logia para elas: a profundidade de um nó, u, em uma árvore binária é o
comprimento do caminho de u até a raiz da árvore. Se um nó, w, está no
caminho de u até r, então w é chamado de ancestral de u e u um descen-
dente de w. A subárvore de um nó, u, é uma árvore binária com raiz em
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u

u.parent

u.left u.right

Figura 6.1: O pai, o filho esquerdo e o filho direito do nó u em uma BinaryTree.

r r

(a) (b)

Figura 6.2: Uma árvore binária com (a) nove nós reais e (b) dez nós externos.
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u e contém todos os descendentes de u. A altura de um nó, u, é o com-
primento do percurso mais longo entre u e um dos seus descendentes. A
altura de uma árvore é a altura de sua raiz. Um nó, u, é uma folha se ele
não possui filhos.

Algumas vezes pensamos a árvore como se ela fosse expandida com
nós externos. Qualquer nó que não possua um filho esquerdo possui um
nó externo como seu filho esquerdo e, da mesma maneira, qualquer nó
que não tenha um filho direito possui um nó externo como seu filho di-
reito (veja Figura 6.2.b). É fácil verificar, por indução, que uma árvore
binária com n ≥ 1 nós reais possui n + 1 nós externos.

6.1 BinaryTree: Uma Árvore Binária Básica

Um modo simples de representar um nó, u, em uma árvore binária é ar-
mazenar explicitamente, e no máximo, três vizinhos de u. Quando um
dos três vizinhos não está presente, atribuímos a ele o valor nil. Deste
modo, ambos os nós externos da árvore e o pai da raiz correspondem ao
valor nil.

A própria árvore binária pode ser representada por uma referência ao
seu nó raiz, r:

initialize()
r← nil

Podemos calcular a profundidade de um nó, u, em uma árvore binária
contando o número de passos no caminho de u até a raiz:

depth(u)
d← 0
while (u , r) do

u← u.parent
d← d + 1

return d
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6.1.1 Algoritmos Recursivos

Usar algoritmos recursivos torna muito fácil o cálculo envolvendo árvores
binárias. Por exemplo, para calcular o tamanho (número de nós) de uma
árvore binária com raízes no nó u, recursivamente calculamos o tamanho
das duas subárvores com raiz nos filhos de u, somamos os tamanhos e
adicionamos um:

size(u)
if u = nil then return 0
return 1 + size(u.left) + size(u.right)

Para calcular a altura de um nó u, podemos calcular a altura das duas
subárvores de u, pegar o valor máximo e adicionar 1:

height(u)
if u = nil then return −1
return 1 + max(height(u.left),height(u.right))

6.1.2 Percurso em Árvores Binárias

Ambos os algoritmos da seção anterior usam a recursão para visitar todos
os nós de uma árvore binária. Cada um deles visita os nós da árvore
binária na mesma ordem que o seguinte código:

traverse(u)
if u = nil then return
traverse(u.left)
traverse(u.right)

O uso da recursão neste caso produz um código bem sucinto e simples,
porém ele pode ser também problemático. A profundidade máxima da
recursão é dada pela profundidade máxima do nó na árvore binária, i.e., a
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altura da árvore. Se a altura da árvore é muito grande, então essa recursão
pode muito bem utilizar mais espaço da pilha do que esteja disponível,
causando um fechamento do programa.

Para percorrer uma árvore binária sem utilizar a recursão, você pode
usar um algoritmo que se baseie de onde ele vem para saber para onde
vai. Veja a Figura 6.3. Se chegamos ao nó u a partir de u.pai, então a pró-
xima coisa a ser feita é visitar u.esquerdo. Se chegamos a u por u.esquerdo,
então a próxima coisa a ser feita é visitar u.direito. Se chegamos em u por
u.direito, então terminamos de visitar a subárvore de u, e retornamos para
u.pai. O código seguinte implementa esta ideia, com o código incluído
para lidar com os casos em que qualquer um de u.esquerdo, u.direito, ou
u.pai seja nil:

traverse2()
u← r

prv← nil

while u , nil do
if prv = u.parent then

if u.left , nil then nxt← u.lef t
else if u.right , nil nxt← u.right
else nxt← u.parent

else if prv = u.left
if u.right , nil then nxt← u.right
else nxt← u.parent

else
nxt← u.parent

prv← u

u← nxt

Os mesmos resultados que podem ser obtidos usando a recursão tam-
bém podem ser obtidos desta maneira, sem recursão. Por exemplo, para
calcular o tamanho da árvore mantemos um contador, n, e incrementa-
mos n sempre que visitamos um nó pela primeira vez:
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u

u.parent

u.left u.right

r

Figura 6.3: Os três casos que ocorrem no nó u quando percorremos uma árvore
binária não recursivamente, e o resultado da travessia pela árvore.

size2()
u← r

prv← nil

n← 0
while u , nil do

if prv = u.parent then
n← n + 1
if u.left , nil then nxt← u.lef t
else if u.right , nil nxt← u.right
else nxt← u.parent

else if prv = u.left
if u.right , nil then nxt← u.right
else nxt← u.parent

else
nxt← u.parent

prv← u

u← nxt

return n

Em algumas implementações de árvore binárias, o campo pai não é
usado. Quando é este o caso, um implementação não recursiva ainda é
possível, porém a implementação deve usar uma Lista (ou Pilha) para
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r

Figura 6.4: Durante um percurso em profundidade, os nós de uma árvore binária
são visitados nível por nível e da esquerda para a direita dentro de cada nível.

acompanhar o caminho do nó atual até a raiz.

Um tipo especial de percurso que não cabe no padrão das funções
acima é o percurso em profundidade. Em um percurso em profundidade,
os nós são visitados nível por nível, começando pela raiz e indo para
baixo, visitando os nós de cada nível, da esquerda para a direita (veja
Figura 6.4). Isto é similar ao modo pelo qual lemos um texto em portu-
guês. O percurso em profundidade é implementado usando uma fila, q,
que inicialmente contém apenas a raiz, r. Em cada passo, extraímos o
próximo nó, u, de q, processamos u e adicionamos u.esquerdo e u.direito
(se eles não são nil) a q:

bf_traverse()
q← ArrayQueue()
if r , nil then q.add(r)
while q.size() > 0 do

u← q.remove()
if u.left , nil then q.add(u.left)
if u.right , nil then q.add(u.right)
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Figura 6.5: Uma árvore binária de busca.

6.2 BinarySearchTree: Uma Árvore Binária de Busca não
Balanceada

Uma BinarySearchTree é um tipo especial de árvore binária na qual cada
nó, u, também armazena um valor, u.x, de uma ordem total. Os valores
em uma árvore binária de busca obedece à propriedade da árvore binária de
busca: para um nó, u, cada valor armazenado na subárvore com raiz em
u.esquerdo é menor que u.x e cada valor armazenado na subárvore com
raiz em u.direito é maior que u.x. Um exemplo de uma BinarySearchTree
é mostrado na Figura 6.5.

6.2.1 Busca

A propriedade da árvore binária de busca é extremamente útil porque
ela permite localizar rapidamente um valor, x, dentro da árvore binária
de busca. Para isto, começamos procurando por x na raiz, r. Quando
examinamos um nó, u, podem ocorrer três casos:

1. Se x < u.x, então a procura continua em u.esquerdo;

2. Se x > u.x, então a procura continua em u.direito;

3. Se x = u.x, então encontramos o nó u que contém x.

A busca termina quando o Caso 3 ocorre ou quando u← nil. No primeiro

138



caso, encontramos x. No último caso, concluímos que x não está na árvore
binária de busca.

find_eq(x)
w← r

while w , nil do
if x < w.x then

w← w.lef t
else if x > w.x

w← w.right
else

return w.x
return nil

Dois exemplos de busca em uma árvore binária de busca são mostra-
dos na Figura 6.6. Como é mostrado no segundo exemplo, mesmo se não
encontramos x na árvore, ainda obtemos alguma informação valiosa. Se
olhamos para o último nó, u, no qual o Caso 1 ocorre, percebemos que u.x
é o menor valor na árvore que é maior que x. De modo análogo, o último
nó no qual o Caso 2 ocorre contém o maior valor na árvore que é menor
x. Deste modo, guardando a informação do último nó, z, no qual o Caso 1
ocorre, uma BinarySearchTree pode implementar a operação encontra(x)
que retorna o menor valor armazenado que é maior que ou igual a x:

find(x)
w← r

z← nil

while w , nil do
if x < w.x then

z← w

w← w.lef t
else if x > w.x

w← w.right
else

return w.x

139



Árvores Binárias

1

4 6 12 14

13

3

5

7

11

9

8

1

4 6 12 14

13

3

5

7

11

9

8

(a) (b)

Figura 6.6: Um exemplo de (a) uma busca com sucesso (por 6) e (b) uma busca
frustrada (por 10) em uma árvore binária de busca.

if z = nil then return nil
return z.x

6.2.2 Inserção

Para inserir um novo valor, x, a uma BinarySearchTree, procuramos pri-
meiro por x. Se o encontramos, então não precisamos inseri-lo. Caso con-
trário, armazenamos x em um filho do último nó, p, encontrado durante
a busca por x. Se o novo nó é o filho esquerdo ou direito de p depende do
resultado da comparação de x e p.x.

add(x)
p← find_last(x)
return add_child(p,new_node(x))

find_last(x)
w← r

prev← nil

while w , nil do
prev← w
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if (x < w.x) then
w← w.lef t

else if (x > w.x)
w← w.right

else
return w

return prev

add_child(p,u)
if p = nil then

r← u # inserting into empty tree
else

if u.x < p.x then
p.lef t← u

else if u.x > p.x
p.right← u

else
return false # u.x is already in the tree

u.parent← p

n← n + 1
return true

Um exemplo é mostrado na Figura 6.7. A parte que consome mais
tempo neste processo é a busca inicial por x, que demanda um tempo
proporcional à altura do nó recém adicionado u. No pior caso, isto é igual
à altura da BinarySearchTree.

6.2.3 Remoção

Apagar um valor armazenado em um nó, u, de uma BinarySearchTree é
um pouco mais difícil. Se u é uma folha, então podemos simplesmente
desligar u do seu pai. Melhor ainda: se u possui somente um filho, nós
podemos separar u da árvore fazendo u.pai adotar o filho de u (veja Fi-
gura 6.8):
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Figura 6.7: Inserindo o valor 8.5 na árvore binária de busca.

splice(u)
if u.left , nil then

s← u.lef t
else

s← u.right
if u = r then

r← s

p← nil

else
p← u.parent
if p.left = u then

p.lef t← s

else
p.right← s

if s , nil then
s.parent← p

n← n− 1

As coisas ficam complicadas, contudo, quando u possui dois filhos.
Neste caso, a coisa mais simples a fazer é encontrar um nó, w, que possua
menos que dois filhos de modo que w.x possa substituir u.x. Para manter
a propriedade da árvore binária de busca, o valor w.x deveria ser próximo
ao valor de u.x. Por exemplo, escolher w tal que w.x seja o menor valor
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Figura 6.8: Removendo uma folha (6) ou um nó com apenas um filho (9) é fácil.
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Figura 6.9: Apagar um valor (11) de um nó, u, com dois filhos é realizado substi-
tuindo o valor de u pelo menor valor na subárvore direita de u.

maior que u.x irá funcionar perfeitamente. Encontrar o nó w é fácil; ele é
o menor valor na subárvore com raiz em u.direito. Este nó pode ser remo-
vido facilmente porque ele não possui filho esquerdo (veja Figura 6.9).

remove_node(u)
if u.left = nil or u.right = nil then

splice(u)
else

w← u.right
while w.left , nil do

w← w.lef t
u.x← w.x
splice(w)
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6.2.4 Resumo

Cada uma das operações encontrar(x), inserir(x), e remover(x) em uma
BinarySearchTree envolve seguir um caminho da raiz da árvore até al-
gum nó árvore. Sem conhecer mais sobre o formato da árvore é difícil
dizer muito mais sobre o comprimento deste caminho, exceto que ele é
menor que n, o número de nós na árvore. O teorema seguinte (não im-
pressionante) resume o desempenho de uma estrutura de dados Binary-
SearchTree:

Teorema 6.1. BinarySearchTree implementa a interface ConjuntoOrdenado
e suporta as operações inserir(x), remover(x), e encontrar(x) emO(n) tempos
por operação.

Teorema 6.1 se compara de modo inferior com o Teorema 4.1, que
mostra que a estrutura SkiplistConjuntoOrdenado pode implementar a
interface ConjuntoOrdenado com tempo esperado de O(logn) por ope-
ração. O problema com a estrutura da BinarySearchTree é que ela pode
ficar desbalanceada. Em vez de parecer como a árvore na Figura 6.5 ela
pode parecer uma longa sequência de n nós, com todos, exceto o último
nó possuindo exatamente um único filho.

Existem numerosas formas de evitar uma árvore binária de busca des-
balanceada, todos os quais levam a estruturas de dados que têm O(logn)
tempos das operações. No Capítulo 7 mostraremos como tempos de ope-
rações esperados de O(logn) podem ser atingidos com a aleatoriedade. No
Capítulo 8 mostramos como tempos de operações amortizados de O(logn)
podem ser alcançados com operações de reconstruções parciais. No Ca-
pítulo 9 mostramos como tempos de operações de pior caso de O(logn)
podem ser alcançados com uma árvore que não seja binária: uma nos
quais os nós podem ter até quatro filhos.

6.3 Discussão e Exercícios

Árvores Binárias vêm sendo usadas para modelar relacionamentos por
milhares de anos. Uma razão para isso é que árvores binárias mode-
lam naturalmente árvores de famílias (pedigree). Essas são as árvores nas
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quais a raiz é uma pessoa, os filhos esquerdo e direito são os pais da pes-
soa, e assim sucessivamente, recursivamente. Nos séculos mais recentes
árvore binárias têm também sido usadas para modelar árvores de espécie
na biologia, nas quais as folhas da árvore representam espécies existentes
e os nós internos representam eventos de especiação nos quais duas popu-
lações de uma única espécie evoluem em duas espécies separadas.

Árvores Binárias de Busca parecem ter sido descobertas independen-
temente por vários grupos nos anos 1950 [48, Section 6.2.2]. Referências
adicionais para tipos específicos de árvores binárias de busca são forneci-
das nos capítulos subsequentes.

Quando implementamos uma árvore binária a partir do zero, várias
decisões de projeto devem ser tomadas. Uma delas é a questão se cada
nó guarda um ponteiro para seu pai ou não. Se a maioria das operações
envolvem simplesmente um caminho seguindo da raiz para uma folha,
então o ponteiro para o pai é desnecessário, uma perda de espaço e uma
fonte potencial de erros de codificação. Por outro lado, a falta do ponteiro
para o pai significa que o percurso da árvore deve ser feito recursivamente
ou com o uso de uma pilha explícita. Alguns outros métodos (como in-
serir ou apagar em alguns tipos de árvores binárias de busca desbalan-
ceadas) são também mais complicados pela ausência do ponteiro para o
pai.

Outra decisão de projeto está relacionada em como armazenar o pai,
os filhos esquerdo e direito em um nó. Na implementação fornecida aqui,
esses ponteiros são armazenados como variáveis separadas. Outra opção
é armazená-los em um vetor, p, de tamanho 3, de modo que u.p[0] é o filho
esquerdo de u, u.p[1] é o filho direito de u, e u.p[2] é o pai de u. O uso
do vetor assim implica que algumas sequências do comando if podem ser
simplificadas em expressões algébricas.

Um exemplo de tal simplificação ocorre durante o percurso na ár-
vore. Se um percurso chega a um nó u por u.p[i], então o próximo nó
neste percurso é u.p[(i + 1) mod 3]. Exemplos similares ocorrem quando
existe uma simetria esquerda-direita. Por exemplo, o irmão de u.p[i] é
u.p[(i + 1) mod 2]. Este truque funciona melhor se u.p[i] é um filho es-
querdo (i = 0) ou um filho direito (i = 1) de u. Em diversos casos isso
significa que algum código complicado que de outra maneira precisaria
ter ambas versões para os lados esquerdo e direito podem ser escritos
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apenas uma vez. Veja os métodos gira_esquerda(u) and gira_direita(u) na
página 161 para um exemplo.

Exercício 6.1. Prove que uma árvore binária com n ≥ 1 nós possui n − 1
arestas.

Exercício 6.2. Prove que uma árvore binária com n ≥ 1 nós reais (inter-
nos) possui n + 1 nós externos.

Exercício 6.3. Prove que, se uma árvore binária, T , possui ao menos uma
folha, então ou (a) a raiz de T possui no máximo um filho ou (b) T possui
mais de uma folha.

Exercício 6.4. Implemente um método não recursivo, tamanho2(u), que
calcule o tamanho da subárvore com raiz no nó u.

Exercício 6.5. Escreva um método não recursivo, altura2(u), que calcule
a altura do nó u em uma BinaryTree.

Exercício 6.6. Uma árvore binária é balanceada em tamanho se, para cada
nó u, os tamanhos das subárvores com raiz em u.esquerdo e u.direito dife-
rem de no máximo um. Escreva um método recursivo, eh_balanceada(),
que testa se uma árvore binária é balanceada. Seu método deve executar
num tempo O(n). (Certifique-se de testar seu código em algumas árvo-
res grandes com diferentes formas; é fácil escrever um método que leve
muito mais que O(n) em tempo de execução.)

Um percurso em pré-ordem de uma árvore binária é um percurso que
visita cada nó, u, antes de qualquer de seus filhos. Um percurso em-ordem
visita u após ter visitado todos os nós na subárvore esquerda de u porém
antes de visitar qualquer um dos nós da subárvore direita de u. Um per-
curso em pós-ordem visita u somente após ter visitado todos os outros nós
nas subárvores de u. A numeração em pré/em/pós-ordem rotula os nós
da árvore com inteiros 0, . . . ,n− 1 na ordem na qual eles são encontrados
por um percurso pré/em/pós-ordem. Veja Figura 6.10 para um exemplo.

Exercício 6.7. Crie uma subclasse de BinaryTree cujos nós tenham cam-
pos para armazenar números de pré-ordem, pós-ordem, e em-ordem. Es-
creva os métodos recursivos numero_preOrdem(), numero_emOrdem(),
e numero_posOrdem() que atribua esses números corretamente. Esses
métodos devem executar num tempo O(n).

146



2

1

4

3

5

0

8 10 11

97

6

0

4

1

3

2

11

5 7 8

96

10

0

1

2

3

4

5

6 9 11

107

8

Figura 6.10: numeração em pré-ordem, pós-ordem, e em-ordem de uma árvore
binária.
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Exercício 6.8. Implemente as funções não recursivas prox_preOrdem(u),
prox_emOrdem(u), e prox_posOrdem(u) que retornam o nó seguinte a
u em um percurso em pré-ordem, em-ordem, ou pós-ordem, respectiva-
mente. Essas funções devem ter um tempo de execução amortizado cons-
tante; se começamos em qualquer nó u e repetidamente chamarmos uma
dessas funções e atribuirmos o valor retornado a u até que u = nil, então
o custo de todas essas chamadas deveria ser de O(n).

Exercício 6.9. Suponha que temos uma árvore binária com números de
pré-, pós-, e em-ordem atribuídos aos nós. Mostre como esses números
podem ser usados para responder cada uma das seguintes questões em
tempo constante:

1. Dado um nó u, determine o tamanho da subárvore com raiz em u.

2. Dado um nó u, determine a profundidade de u.

3. Dados dois nós u e w, determine se u é um ancestral de w

Exercício 6.10. Suponha que você receba uma lista de nós com números
de pré-ordem e em-ordem atribuídos a eles. Prove que existe no máximo
uma possível árvore com esses números de pré-ordem/em-ordem e mos-
tre como construi-la.

Exercício 6.11. Mostre que o formato de qualquer árvore binária com n
nós pode ser representada usando no máximo 2(n − 1) bits. (Dica: pense
sobre gravar o que acontece durante o percurso e então recuperar este
registro para reconstruir a árvore.)

Exercício 6.12. Ilustre o que acontece quando adicionamos o valor 3.5 e
depois 4.5 na árvore binária de busca na Figura 6.5.

Exercício 6.13. Ilustre o que acontece quando removemos o valor 3 e de-
pois 5 da árvore binária de busca na Figura 6.5.

Exercício 6.14. Implemente um método obtemLE(x), para a BinarySearch-
Tree, que retorne uma lista de todos os itens em uma árvore que sejam
menores que ou iguais a x. O tempo de execução do seu método deve ser
O(n′ + h) no qual n′ é o número de itens menores que ou iguais a x e h é a
altura da árvore.
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Exercício 6.15. Descreva como inserir os elementos {1, . . . ,n} para uma
BinarySearchTree inicialmente vazia de modo que a árvore resultante te-
nha altura n− 1. De quantos modos podemos fazer isso?

Exercício 6.16. Se temos uma BinarySearchTree e executamos a operação
inserir(x) seguida por remover(x) (com o mesmo valor de x) necessaria-
mente retornamos à árvore original?

Exercício 6.17. Uma operação remover(x) pode aumentar a altura de al-
gum nó em uma BinarySearchTree? Se sim, de quanto?

Exercício 6.18. Uma operação inserir(x) pode aumentar a altura de algum
nó em uma BinarySearchTree? Se sim, de quanto?

Exercício 6.19. Projete e implemente uma versão da BinarySearchTree na
qual cada nó, u, mantém os valores u.tamanho (o tamanho da subárvore
com raiz em u), u.profundidade (a profundidade de u), e u.altura (a altura
da subárvore com raiz em u).

Estes valores devem ser mantidos mesmo durante chamadas a ope-
rações de inserir(x) e remover(x), porém isto não deve aumentar o custo
dessas operações de mais de um valor constante.
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Capítulo 7

Árvores Binárias Aleatórias de Busca

Neste capítulo, apresentamos uma estrutura de árvore binária de busca
que usa a aleatoriedade para conseguir O(logn) de tempo esperado para
todas as operações.

7.1 Árvores Binárias Aleatórias de Busca

Considere as duas árvores binárias de busca mostradas na Figura 7.1,
cada uma das quais possui n = 15 nós. A árvore da esquerda é uma lista
e a outra é uma árvore binária de busca perfeitamente balanceada. A ár-
vore da esquerda possui uma altura de n−1 = 14 e aquela à direita possui
uma altura de três.

Imagine como essas duas árvores poderiam ser construídas. A árvore
da esquerda ocorre se começamos com uma ArvoreBinariaDeBusca vazia
e acrescentamos a sequência

〈0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14〉 .

Nenhuma outra sequência de adições vai criar esta árvore (como você
pode provar por indução em n). Por outro lado, a árvore da direita pode
ser criada pela sequência

〈7,3,11,1,5,9,13,0,2,4,6,8,10,12,14〉 .

Outras sequências funcionam bem, incluindo

〈7,3,1,5,0,2,4,6,11,9,13,8,10,12,14〉 ,
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Figura 7.1: Duas árvores binárias de busca com inteiros 0, . . . ,14.

e
〈7,3,1,11,5,0,2,4,6,9,13,8,10,12,14〉 .

De fato, existem 21,964,800 sequências que geram a árvore da direita e
somente uma que gera a árvore da esquerda.

O exemplo acima nos dá uma evidência factual que, se escolhemos
uma permutação aleatória de 0, . . . ,14, e inserimos em uma árvore binária,
é mais provável obtermos uma árvore balanceada (a árvore da direita de
Figura 7.1) que obtermos uma árvore totalmente desbalanceada (aquela
do lado esquerdo de Figura 7.1).

Podemos formalizar esta noção estudando as árvores binárias aleató-
rias de busca. Uma árvore binária aleatória de busca de tamanho n é obtida
do seguinte modo: Considere uma permutação aleatória, x0, . . . ,xn−1, de
inteiros 0, . . . ,n−1 e insira seus elementos, um a um, em uma ArvoreBina-
riaDeBusca. Por permutação aleatória queremos dizer que cada possível n!
permutação (ordenação) de 0, . . . ,n−1 é igualmente provável, assim como
que a probabilidade de obter qualquer permutação particular é 1/n!.

Note que os valores 0, . . . ,n−1 poderiam ser substituídos por qualquer
conjunto ordenado de n elementos sem mudar qualquer uma das propri-
edades da árvore binária aleatória de busca. O elemento x ∈ {0, . . . ,n − 1}
significa apenas o elemento de ordem x de um conjunto ordenado de ta-
manho n.

Antes de apresentarmos nosso resultado principal sobre árvores biná-
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Figura 7.2: O késimo número harmônico Hk =
∑k
i=1 1/i tem limite superior e

inferior dados por duas integrais. O valor dessas integrais é dado pela área da
região sombreada, enquanto o valor de Hk é dado pela área dos retângulos.

rias aleatórias de busca, devemos tomar um tempo para uma curta di-
gressão para discutir um tipo de número que aparece frequentemente
quando estudamos estruturas aleatórias. Para um inteiro não negativo, k,
o k-ésimo número harmônico, identificado por Hk , é definido como

Hk = 1 + 1/2 + 1/3 + · · ·+ 1/k .

O número harmônico Hk não tem uma forma analítica simples, porém
ele é ligado de forma muito estreita ao logaritmo natural de k. Particular-
mente,

lnk < Hk ≤ lnk + 1 .

Leitores que estudaram cálculo podem notar que isto ocorre porque a

integral
∫ k

1 (1/x)dx = lnk. Percebendo que uma integral pode ser interpre-
tada como a área entre uma curva e o eixo x, o valor de Hk pode ter como

limite inferior a integral
∫ k

1 (1/x)dx e como limite superior 1 +
∫ k

1 (1/x)dx.
(Veja Figura 7.2 para uma explicação gráfica.)

Lema 7.1. Em uma árvore binária aleatória de busca de tamanho n, as se-
guintes declarações são verdadeiras:

1. Para qualquer x ∈ {0, . . . ,n− 1}, o comprimento esperado do caminho de
busca para x é Hx+1 +Hn−x −O(1).1

1As expressões x + 1 e n− x podem ser interpretadas respectivamente como o número de
elementos na árvore menores que ou iguais a x e o número de elementos na árvore maiores
que ou iguais a x.
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2. Para qualquer x ∈ (−1,n) \ {0, . . . ,n − 1}, o comprimento esperado do
caminho de busca para x é Hdxe +Hn−dxe.

Vamos provar Lema 7.1 na próxima seção. Por agora, considere o que
as duas partes de Lema 7.1 nos dizem. A primeira parte nos diz que
se procuramos por um elemento em uma árvore de tamanho n, então o
comprimento esperado do caminho de busca é no máximo 2lnn +O(1).
A segunda parte nos diz a mesma coisa sobre a busca de um valor que
não esteja armazenado na árvore. Quando comparamos a duas partes do
lema, vemos que é somente ligeiramente mais rápido procurar por algo
que esteja na árvore do que por algo que não esteja.

7.1.1 Prova de Lema 7.1

A observação chave necessária para provar o Lema 7.1 é a seguinte: O
caminho de busca para um valor x no intervalo aberto (−1,n) em uma
árvore binária aleatória de busca, T , contém o nó com a chave i < x se, e
somente se, na permutação aleatória usada para criar T , i apareça antes
de qualquer um de {i + 1, i + 2, . . . ,bxc}.

Para ver isso, olhe a Figura 7.3 e note que até que algum valor de {i, i+
1, . . . ,bxc} seja inserido, os caminhos de busca para cada valor no intervalo
aberto (i−1,bxc+1) são idênticos. (Lembre-se que para dois valores terem
caminhos de busca diferentes, deve existir algum elemento na árvore que
seja comparado diferentemente entre eles.) Seja j o primeiro elemento em
{i, i + 1, . . . ,bxc} a aparecer na permutação aleatória. Note que j está neste
momento e sempre estará no caminho de busca de x. Se j , i então o nó
uj contendo j é criado antes do nó ui que contém i. Mais tarde, quando i
for inserido, ele será inserido na subárvore com raiz em uj .esquerdo, posto
que i < j. Por outro lado, o caminho de busca para x nunca passará por
esta subárvore porque ele seguirá para uj .direito após visitar uj .

De maneira análoga, para i > x, i aparece no caminho de busca para
x se e somente se i aparece antes de qualquer um de {dxe,dxe+ 1, . . . , i − 1}
em uma permutação aleatória usada para criar T .

Note que, se começamos com uma permutação aleatória de {0, . . . ,n},
então as subsequências contendo somente {i, i+1, . . . ,bxc} e {dxe,dxe+1, . . . , i−
1} são também permutações aleatórias de seus respectivos elementos. Cada
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. . . , i, . . . , j − 1 j +1, . . . ,bxc, . . .

j

Figura 7.3: O valor i < x está no caminho de busca para x se e somente se i é o
primeiro elemento entre {i, i + 1, . . . ,bxc} inserido na árvore.

elemento, então, nos subconjuntos {i, i + 1, . . . ,bxc} e {dxe,dxe+ 1, . . . , i −1} é
igualmente provável de aparecer antes de qualquer outro no seu subcon-
junto na permutação aleatória usada para criar T . Assim, temos

Pr{i está no caminho de busca para x} =
{

1/(bxc − i + 1) if i < x
1/(i − dxe+ 1) if i > x .

Com esta observação, a prova de Lema 7.1 envolve alguns cálculos
simples com números harmônicos:

Prova de Lema 7.1. Seja Ii a variável aleatória indicadora que é igual a um
quando i aparece no caminho de busca para x e zero caso contrário. Então
o comprimento do caminho de busca é dado por∑

i∈{0,...,n−1}\{x}
Ii

deste modo, se x ∈ {0, . . . ,n − 1}, o comprimento esperado do caminho de
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0 1 x − 1 x x+1 n− 1

1
2

1
2

1
3

1
3

1
x+1

1
x

1
n−x· · ·· · ·

· · · · · ·i

Pr{Ii = 1}

(a)

0 1 bxc dxe n− 1

1 1
2

1
2

1
3

1
bxc+1

1
bxc

1
n−bxc· · ·· · ·

· · · · · ·i

Pr{Ii = 1} 1
3 1

(b)

Figura 7.4: As probabilidades de um elemento estar no caminho de busca para x
quando (a) x é um inteiro e (b) quando x não é um inteiro.

busca é dado por (veja Figura 7.4.a)

E

x−1∑
i=0

Ii +
n−1∑
i=x+1

Ii

 =
x−1∑
i=0

E[Ii] +
n−1∑
i=x+1

E[Ii]

=
x−1∑
i=0

1/(bxc − i + 1) +
n−1∑
i=x+1

1/(i − dxe+ 1)

=
x−1∑
i=0

1/(x− i + 1) +
n−1∑
i=x+1

1/(i − x + 1)

=
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
x + 1

+
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n− x

=Hx+1 +Hn−x − 2 .

Os cálculos correspondentes para o valor de busca x ∈ (−1,n)\{0, . . . ,n−1}
são praticamente idênticos (veja Figura 7.4.b).

7.1.2 Resumo

O teorema seguinte resume o desempenho de uma árvore binária aleató-
ria de busca:
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Teorema 7.1. Uma árvore binária aleatória de busca pode ser construída em
um tempo O(n logn). Em uma árvore binária aleatória de busca, a operação
find(x) tem um tempo esperado de O(logn).

Devemos enfatizar novamente que a expectativa no Teorema 7.1 é re-
lativa a uma permutação aleatória usada para criar a árvore binária alea-
tória de busca. Em particular, ela não depende de uma escolha aleatória
de x; ela é verdadeira para cada valor de x.

7.2 Treap: Uma Árvore Binária de Busca Aleatorizada

O problema com as árvores binárias aleatórias de buscas é, é claro, que
elas não são dinâmicas. Elas não suportam as operações add(x) ou remove(x)
necessárias para implementar a interface ConjuntoOrdenado. Nesta se-
ção, descrevemos uma estrutura de dados chamada Treap que usa o Lema 7.1
para implementar a interface SSet.2

Um nó em uma Treap é como um nó em uma ArvoreBinariaDeBusca
no sentido que ele tem um valor para o dado, x, porém ele também tem
uma prioridade, numérica única, p, que é associada aleatoriamente: Adi-
cionalmente, para ser um árvore binária de busca, os nós de uma Treap
também obedecem à propriedade de heap:

• (Propriedade de Heap) Para cada nó u, exceto a raiz, u.pai.p < u.p.

em outras palavras, cada nó possui uma prioridade menor que aquelas de
seus dois filhos. Um exemplo é mostrado na Figura 7.5.

As condições de heap e de árvore binária de busca juntas garantem
que, uma vez que a chave (x) e a prioridade (p) de cada nó seja definido,
o formato da Treap está completamente determinado. A propriedade de
heap nos diz que o nó com prioridade mínima tem que ser a raiz, r, da
Treap. A propriedade da árvore binária de busca nos diz que todos os nós
com chaves menores que r.x são armazenados na subárvore com raiz em
r.esquerdo e todos os nós com chaves maiores que r.x são armazenados na
subárvore com raiz em r.direito.

2O nome Treap vem do fato que esta estrutura é, simultaneamente, uma árvore binária
de busca (tree, em inglês) (Seção 6.2) e um heap (Capítulo 10).
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6,42

0,9

1,6

2,99

3,1

5,11

4,14

7,22

9,17

8,49

Figura 7.5: Um exemplo de uma Treap contendo os inteiros 0, . . . ,9. Cada nó, u, é
ilustrado como uma caixa contendo u.x,u.p.

Um ponto importante sobre os valores de prioridade em uma Treap
é que eles são únicos e atribuídos aleatoriamente. Por conta disso, exis-
tem dois modos equivalentes de pensar sobre uma Treap. Como definido
acima, uma Treap obedece às propriedades do heap e da árvore binária
de busca. Alternativamente, podemos pensar uma Treap como uma Ar-
voreBinariaDeBusca cujos nós sejam inseridos em uma ordem crescente
de prioridade. Por exemplo, A Treap na Figura 7.5 pode ser obtida com a
inserção da sequência de valores (x,p)

〈(3,1), (1,6), (0,9), (5,11), (4,14), (9,17), (7,22), (6,42), (8,49), (2,99)〉

em uma ArvoreBinariaDeBusca.
Como as prioridades são escolhidas aleatoriamente, isto é equivalente

a pegar uma permutação aleatória das chaves—neste caso a permutação
é

〈3,1,0,5,9,4,7,6,8,2〉

—e inserindo essas em uma ArvoreBinariaDeBusca. Porém isso significa
que a forma de uma treap é idêntica àquela de uma árvore binária ale-
atória de busca. Particularmente, se substituirmos cada chave x por sua
posição,3 então o Lema 7.1 é válido. Redeclarando o Lema 7.1 em termos

3A posição de um elemento x em um conjunto de elementos S é o número de elementos
em S que são menores que x.
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rotate right(u) ⇒
⇐ rotate left(w)

A B

C

w

u

A

B C

u

w

Figura 7.6: Rotações à esquerda e à direita em uma árvore binária de busca.

de uma Treaps, temos:

Lema 7.2. Em uma Treap que armazena um conjunto S de n chaves, as se-
guintes declarações são verdadeiras:

1. Para qualquer x ∈ S, o tamanho esperado do caminho de busca para x é
Hr(x)+1 +Hn−r(x) −O(1).

2. Para qualquer x < S, o tamanho esperado do caminho de busca para x é
Hr(x) +Hn−r(x).

Aqui, r(x) indica a posição x no conjunto S ∪ {x}.

Novamente, enfatizamos que a expectativa no Lema 7.2 é tirada sobre
as escolhas aleatórias das prioridades de cada nó. Ela não requer qualquer
pressuposto sobre a aleatoriedade nas chaves.

O Lema 7.2 nos diz que Treaps pode implementar a operação find(x)
eficientemente. Contudo, o benefício real de uma Treap é que ela pode
suportar as operações add(x) e delete(x). Para fazer isto, ela precisa execu-
tar rotações de modo a manter a propriedade de heap. Veja a Figura 7.6.
Uma rotação em uma árvore binária de busca é uma modificação local que
pega um pai u de um nó w e torna w o pai de u, enquanto preserva a pro-
priedade da árvore binária de busca. Rotações vêm com dois sabores: à
esquerda or à direita dependendo se w é um filho direito ou esquerdo de
u, respectivamente.

O código que implementa isto deve prever essas duas possibilidades
e tomar cuidado com um caso limite (quando u é a raiz), deste modo, o
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código real é um pouco mais longo que a Figura 7.6 poderia levar um
leitor a crer:

rotate_left(u)
w← u.right
w.parent← u.parent
if w.parent , nil then

if w.parent.left = u then
w.parent.lef t← w

else
w.parent.right← w

u.right← w.lef t
if u.right , nil then

u.right.parent← u

u.parent← w

w.lef t← u

if u = r then
r← w

r.parent← nil

rotate_right(u)
w← u.lef t
w.parent← u.parent
if w.parent , nil then

if w.parent.left = u then
w.parent.lef t← w

else
w.parent.right← w

u.lef t← w.right
if u.left , nil then

u.left.parent← u

u.parent← w

w.right← u

if u = r then
r← w

r.parent← nil
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Em termos da estrutura de dados Treap, a propriedade mais impor-
tante de uma rotação é que a profundidade de w diminui de um enquanto
a profundidade de u aumenta de um.

Usando rotações, podemos implementar a operação add(x) como se
segue: Criamos um novo nó, u, atribuímos u.x← x, e escolhemos um va-
lor aleatório para u.p. Em seguida, inserimos u usando o algoritmo usual
add(x) para uma ArvoreBinariaDeBusca, assim, u agora é uma nova fo-
lha de Treap. Neste ponto, nossa Treap satisfaz a propriedade da árvore
binária de busca, mas não necessariamente a propriedade de heap. Parti-
cularmente, pode ser o caso em que u.pai.p > u.p. Se este é o caso, então
executamos uma rotação no nó w=u.pai de modo que u se torne o pai de
w. Se u continua a violar a propriedade de heap, teremos que repetir isso,
diminuindo a profundidade de u por um a cada vez, até que u se torne a
raiz ou u.pai.p < u.p.

add(x)
u← new_node(x)
if add_node(u) then

bubble_up(u)
return true

return false

bubble_up(u)
while u , r and u.parent.p > u.p do

if u.parent.right = u then
rotate_left(u.parent)

else
rotate_right(u.parent)

if u.parent = nil then
r← u

Um exemplo de uma operação add(x) é mostrada na Figura 7.7.
O tempo de execução de uma operação add(x) é dado pelo tempo que

leva para seguir o caminho de busca para x mais o número de rotações
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Figura 7.7: Inserindo o valor 1.5 na Treap da Figura 7.5.
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executadas para mover o nó recém adicionado, u, na sua localização cor-
reta na Treap. Pelo Lema 7.2, o comprimento esperado do caminho de
busca é no máximo 2lnn +O(1). Além disso, cada rotação diminui a pro-
fundidade de u. Esse processo cessa se u se torna a raiz, assim o número
esperado de rotações não pode ultrapassar o comprimento esperado do
caminho de busca. Então, o tempo esperado de execução da operação
add(x) em uma Treap é O(logn). (O Exercício 7.5 pede para demonstrar
que o número esperado de rotações executadas durante uma inserção é,
de fato, somente O(1).)

A operação remove(x) em uma Treap é o oposto da operação add(x).
Procuramos pelo nó, u, contendo x, então executamos rotações para mo-
ver u para baixo até que ele se torne uma folha, e então separamos u da
Treap. Note que, para mover u para baixo, podemos executar ou uma
rotação para esquerda ou uma pra direita em u, que vai substituir u por
u.direito ou u.esquerdo, respectivamente. A escolha é feita de acordo com
a primeira situação seguinte que aparece:

1. Se u.esquerdo e u.direito são ambos nil, então u é uma folha e ne-
nhuma rotação é feita.

2. Se u.esquerdo (ou u.direito) é nil, então executamos uma rotação à
direita (ou à esquerda, respectivamente) em u.

3. Se u.esquerdo.p < u.direito.p (ou u.esquerdo.p > u.direito.p), então exe-
cutamos uma rotação à direita (ou rotação à esquerda, respectiva-
mente) em u.

Essas três regras asseguram que a Treap não se torne desconectada e que
a propriedade de heap seja restabelecida uma vez que u seja removido.

remove(x)
u← find_last(x)
if u , nil and u.x = x then

trickle_down(u)
splice(u)
return true

return false
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trickle_down(u)
while u.left , nil or u.right , nil do

if u.left = nil then
rotate_left(u)

else if u.right = nil
rotate_right(u)

else if u.left.p < u.right.p
rotate_right(u)

else
rotate_left(u)

if r = u then
r← u.parent

Um exemplo da operação remove(x) é mostrado na Figura 7.8.
O truque para analisar o tempo de execução da operação remove(x) é

notar que a operação inverte a operação add(x). Particularmente, se rein-
serimos x, usando a mesma prioridade u.p, então a operação add(x) faria
exatamente o mesmo número de rotações e iria restabelecer a Treap para
exatamente o mesmo estado em que estava antes da operação remove(x)
ter sido executada. (Lendo de baixo para cima, a Figura 7.8 ilustra a in-
serção do valor 9 em uma Treap.) Isto significa que o tempo de execução
esperado de remove(x) em uma Treap de tamanho n é proporcional ao
tempo esperado de execução da operação add(x) em uma Treap de tama-
nho n− 1. Concluímos que o tempo esperado de execução de remove(x) é
O(logn).

7.2.1 Resumo

O teorema seguinte resume o desempenho de uma estrutura de dados
Treap:

Teorema 7.2. Uma Treap implementa a interface SSet. Uma Treap suporta
as operações add(x), remove(x), e find(x) em um tempo esperado de O(logn)
por operação.

Vale a pena comparar a estrutura de dados Treap a uma estrutura de
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Figura 7.8: Removendo o valor 9 da Treap na Figura 7.5.
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dados SkiplistSSet. Ambas implementam as operações SSet em um tempo
esperado deO(logn) por operação. Em ambas estruturas de dados, add(x)
e remove(x) envolvem uma busca e então um número constante de mu-
danças em ponteiros (veja Exercício 7.5 abaixo). Assim, para ambas as
estruturas, o comprimento esperado do caminho de busca é o valor crí-
tico para valiar seus desempenhos. Em uma SkiplistSSet, o comprimento
esperado de um caminho de busca é

2logn +O(1) ,

Em uma Treap, o comprimento esperado de um caminho de busca é

2lnn +O(1) ≈ 1.386logn +O(1) .

Assim, os caminhos de busca em uma Treap são consideravelmente me-
nores e isto se traduz em operações notadamente mais rápidas em uma
Treaps que em uma Skiplists. O Exercício 4.7 no Capítulo 4 mostra como
o comprimento esperado de um caminho de busca em uma Skiplist pode
ser reduzido para

e lnn +O(1) ≈ 1.884logn +O(1)

usando o lançamento de uma moeda viciada. Mesmo com esta otimiza-
ção, o comprimento esperado dos caminhos de busca em uma SkiplistSSet
é notadamente mais longo que em uma Treap.

7.3 Discussão e Exercícios

Árvores binárias de buscas aleatórias foram estudadas extensivamente.
Devroye [19] fornece uma prova do Lema 7.1 e resultados relacionados.
Existem resultados muito mais fortes na literatura, o mais impressionante
dos quais é devido a Reed [62], que mostra que a altura esperada de uma
árvore binária aleatória de busca é

α lnn− β lnlnn+O(1)

onde α ≈ 4.31107 é o valor da solução única no intervalo [2,∞) da equa-
ção α ln((2e/α)) = 1 e β = 3

2ln(α/2) . Além disso, a variância da altura é
constante.
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O nome Treap foi criado por Seidel e Aragon [65] que discutiram Tre-
aps e algumas de suas variantes. Contudo, a estrutura básica foi estudada
anteriormente por Vuillemin [74] que as chamou de árvores Cartesianas.

Uma possível otimização de espaço de uma estrutura de dados Treap
é a eliminação do armazenamento explícito da prioridade p em cada nó.
Em vez disso, a prioridade do nó, u, é calculada pelo endereço de hash de
u na memória . Embora um bom número de funções de hash provavel-
mente funcionem bem para esta prática, para que as partes importantes
da prova do Lema 7.1 permaneçam válidas, a função de hash deve ser
aleatória e ter a propriedade independente min-wise: Para qualquer valor
distinto x1, . . . ,xk , cada um dos valores de hash h(x1), . . . ,h(xk) deve ser
distinto com alta probabilidade e, para cada i ∈ {1, . . . , k},

Pr{h(xi) = min{h(x1), . . . ,h(xk)}} ≤ c/k

para alguma constante c. Um desses tipos de funções de hash que é fá-
cil de implementar e razoavelmente rápida é a hashing por tabulação (Se-
ção 5.2.3).

Outra variante de Treap que não armazena prioridades em cada nó é
a árvore binária de busca aleatorizada de Martínez and Roura [51]. Nesta
variante, cada nó, u, armazena o tamanho, u.size, da subárvore com raiz
em u. Ambos os algoritmos add(x) e remove(x) são aleatorizados. O algo-
ritmo para inserir x à subárvore com raiz em u faz o seguinte:

1. Com probabilidade 1/(size(u) + 1), o valor x é inserido da maneira
usual, como uma folha, e são feitas rotações para levar x até a raiz
de sua subárvore.

2. Caso contrário (com probabilidade 1 − 1/(size(u) + 1)), o valor x é
inserido recursivamente em uma das duas subárvores com raiz em
u.esquerdo ou u.direito, da maneira apropriada.

O primeiro caso corresponde a uma operação add(x) em uma Treap onde
o nó x recebe um prioridade aleatória que é menor que qualquer das
size(u) prioridades na subárvore de u, e este caso ocorre com exatamente
a mesma probabilidade.

Remover um valor x de uma árvore binária de busca aleatorizada é
similar ao processo de remover de uma Treap. Encontramos o nó, u, que

167



Árvores Binárias Aleatórias de Busca

contém x e então executamos rotações que repetidademente aumentam a
profundidade de u até que ele se torne uma folha, neste ponto podemos
removê-lo da árvore. A escolha de executar uma rotação à esquerda ou à
direita em cada passo é aleatória.

1. Com probalidade u.esquerdo.size/(u.size − 1), executamos uma rota-
ção à direita em u, fazendo u.esquerdo a raiz da subárvore que ante-
riormente tinha a raiz em u.

2. Com probalidade u.direito.size/(u.size− 1), executamos uma rotação
à esquerda em u, fazendo u.direito a raiz da subárvore que anterior-
mente tinha a raiz em u.

Novamente, podemos facilmente verificar que estas são exatamente as
mesmas probabilidades que o algoritmo de remoção em uma Treap irá
executar uma rotação à esquerda ou à direita de u.

As árvores binárias de buscas aleatorizadas têm a desvantagem, com-
paradas às treaps, de que, quando inserindo ou removendo elementos,
elas fazem muitas escolhas aleatórias, e elas devem manter o tamanho das
subárvores. Uma vantagem da árvore binária de buscas aleatorizada em
relação às treaps é que o tamanho das subárvores podem ter outro pro-
pósito, a saber, ter acesso por posição em um tempo esperado de O(logn)
(veja Exercício 7.10). Em comparação, as prioridades aleatórias armaze-
nadas nos nós da treap não têm outro uso que manter a árvore balance-
ada.

Exercício 7.1. Ilustre a inserção de 4.5 (com prioridade 7) e a seguir 7.5
(com prioridade 20) na Treap da Figura 7.5.

Exercício 7.2. Ilustre a remoção de 5 e a seguir de 7 na Treap da Fi-
gura 7.5.

Exercício 7.3. Prove a asserção de que existem 21,964,800 sequências
que geram a árvore do lado direito da Figura 7.1. (Dica: Forneça uma
fórmula recursiva para o número de sequências que geram uma árvore
binária completa de altura h e avalie esta fórmula para h = 3.)

Exercício 7.4. Projete e implemente o método permute(a) que tem como
entrada um vetor, v, que contém n valores distintos e que permute v. O
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método deve executar no tempo O(n) e você deve provar que cada uma
das n! possíveis permutações de v são igualmente prováveis.

Exercício 7.5. Use ambas as partes do Lema 7.2 para provar que o número
esperado de rotações executadas por uma operaçãoadd(x) (e consequen-
temente também pela operação remove(x)) é O(1).

Exercício 7.6. Modifique a implementação de Treap dada aqui para que
ela não armazene explicitamente as prioridades. Em vez disso, ela deve
simulá-las fazendo hash com hash_code() de cada nó.

Exercício 7.7. Suponha que uma árvore binária de busca armazene, em
cada nó, u, a altura, u.height, da subárvore com raiz em u, e o tamanho,
u.size da subárvore com raiz em u.

1. Mostre como, se executamos uma rotação à esquerda ou à direita
em u, então essas duas quantidades devem ser atualizadas, em um
tempo constante, para todos os nós afetados pela rotação.

2. Explique porque o mesmo resultado não é possível se tentamos ar-
mazenar a profundidade, u.depth, de cada nó u.

Exercício 7.8. Projete e implemente um algoritmo que construa uma Treap
a partir de um vetor ordenado, v, de n elementos. Este método deve exe-
cutar em um tempo O(n) no pior caso de deve construir uma Treap que
seja indistinguível de uma cujos elementos de v foram inseridos um por
um usando o método add(x).

Exercício 7.9. Este exercício trabalha os detalhes de como podemos bus-
car de maneira eficiente em uma Treap dado um ponteiro que esteja pró-
ximo ao nó que estamos procurando.

1. Projete e implemente uma Treapem que cada nó mantenha registro
dos valores mínimo e máximo de sua subárvore.

2. Usando esta informação extra, crie um método finger_find(x,u) que
execute a operação find(x) com a ajuda deste ponteiro para o nó u
(que esperamos esteja próximo do nó que contém x). Esta operação
deve iniciar em u e percorrer em direção ao topo até encontrar um
nó w tal que w.min ≤ x ≤ w.max. Deste ponto em diante, ela deve
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executar uma busca padrão para x começando de w. (Pode-se mos-
trar que finger_find(x,u) consome um tempo O(1 + log r), onde r é o
número de elementos na treap cujos valores está entre x e u.x.)

3. Estenda sua implementação para uma versão que inicie as opera-
ções find(x) a partir do nó mais recentemente encontrado por find(x).

Exercício 7.10. Projete e implemente uma versão de uma Treap que in-
clua uma operação get(i) que retorna a chave de posição i na Treap. (Dica:
Faça com que cada nó, u, mantenha o registro do tamanho da subárvore
com raiz em u.)

Exercício 7.11. Implemente uma TreapList, uma implementação da in-
terface da Lista como uma treap. Cada nó na treap deve armazenar um
item da lista, e um percurso em-ordem da the treap encontra os itens na
mesma ordem que eles ocorrem na lista. Todas as operações da Lista,
get(i), set(i,x), add(i,x) e remove(i) devem executar em um tempo espe-
rado O(logn).

Exercício 7.12. Projete e implemente uma versão de uma Treap que su-
porte a operação split(x). Esta operação remove todos os valores de uma
Treap que sejam maiores que x e retorna uma segunda Treap que contém
todos os valores removidos.
Exemplo: o código t2 ← t.split(x) remove de t todos os valores maiores
que x e retorna uma nova Treap t2 que contém todos esses valores. A
operação split(x) deve executar em um tempo esperado de O(logn).
Aviso: Para esta mdficação funcionar adequadamente e ainda permitir
que o método size() execute em um tempo constante, [e necessário imple-
mentar as modificações em Exercício 7.10.

Exercício 7.13. Projete e implemente uma versão de uma Treap que su-
porte a operação absorb(t2), que pode ser concebida como o inverso da
operação split(x). Esta operação remove todos os valores de Treap t2 e
os insere no receptor. Esta operação pressupõe que o menor valor em t2 é
maior que o maior valor no recpetor. A operação absorb(t2) deve exexutar
em um tempo esperado de O(logn).

Exercício 7.14. Implemente a árvore binária de buscas aleatorizada de
Martinez, como discutido nesta seção. Compare o desempenho de sua
implementação com a implementação da Treap.
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Capítulo 8

Árvores de Bode Expiatório

Neste capítulo, estudamos uma estrutura de dados de árvore de busca
binária, a ScapegoatTree. Essa estrutura é baseada na sabedoria comum
de que, quando algo dá errado, a primeira coisa que as pessoas tendem a
fazer é encontrar alguém para culpar (o bode expiatório). Uma vez que a
culpa esteja firmemente estabelecida, podemos deixar o bode expiatório
resolver o problema.

Uma ScapegoatTree se mantém equilibrada por meio de operações de
reconstrução parcial. Durante uma operação de reconstrução parcial, uma
subárvore inteira é desconstruída e reconstruída em uma subárvore per-
feitamente equilibrada. Há muitas maneiras de reconstruir uma subár-
vore com raiz no nó u em uma árvore perfeitamente equilibrada. Um dos
mais simples é percorrer a subárvore de u, reunindo todos os nós em um
array, a e, em seguida, criar recursivamente uma subárvore equilibrada
usando a. Se fizermos m = length(a)/2, então o elemento a[m] se tornará a
raiz da nova subárvore, a[0], . . . ,a[m−1] são armazenados recursivamente
na subárvore esquerda e a[m + 1], . . . ,a[length(a)− 1] são armazenados re-
cursivamente na subárvore direita.

rebuild(u)
ns← size(u)
p← u.parent
a← new_array(ns)
pack_into_array(u,a,0)
if p = nil then
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r← build_balanced(a,0,ns)
r.parent← nil

else if p.right = u
p.right← build_balanced(a,0,ns)
p.right.parent← p

else
p.lef t← build_balanced(a,0,ns)
p.left.parent← p

pack_into_array(u,a, i)
if u = nil then

return i
i← pack_into_array(u.left,a, i)
a[i]← u

i← i + 1
return pack_into_array(u.right,a, i)

build_balanced(a, i,ns)
if ns = 0 then

return nil
m← nsdiv2
a[i +m].lef t← build_balanced(a, i,m)
if a[i + m].left , nil then

a[i +m].left.parent← a[i + m]
a[i +m].right← build_balanced(a, i + m + 1,ns−m− 1)
if a[i + m].right , nil then

a[i +m].right.parent← a[i + m]
return a[i + m]

Uma chamada para rebuild(u) leva um tempo O(size(u)). A subárvore
resultante tem altura mínima; não há árvore de altura menor que tenha
size(u) nós.
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8.1 ScapegoatTree: Uma Árvore de Busca Binária com
Reconstrução Parcial

Uma ScapegoatTree é uma BinarySearchTree que, além de rastrear o nú-
mero n dos nós na árvore também mantém um contador, q, que mantém
um limite superior no número de nós.

initialize()
n← 0
q← 0

Em todos os momentos, n e q obedecem às seguintes desigualdades:

q/2 ≤ n ≤ q .

Além disso, uma ScapegoatTree tem altura logarítmica; nunca a altura da
árvore do bode expiatório excede

log3/2 q ≤ log3/2 2n < log3/2 n + 2 . (8.1)

Mesmo com essa restrição, uma ScapegoatTree pode parecer surpreen-
dentemente desequilibrada. A árvore em Figura 8.1 tem q = n = 10 e
altura 5 < log3/2 10 ≈ 5.679.

A implementação da operação find(x) em uma ScapegoatTree é feita
usando o algoritmo padrão para pesquisar em uma BinarySearchTree (veja
Seção 6.2). Isso leva um tempo proporcional à altura da árvore que, por
(8.1) é O(logn).

Para implementar a operação add(x), primeiro incrementamos n e q e
usamos o algoritmo usual para adicionar x a uma árvore de busca binária;
nós procuramos x e então adicionamos uma nova folha u com u.x = x.
Neste ponto, podemos ter sorte e a profundidade de u pode não exceder
log3/2 q. Se assim for, então deixamos como está e não fazemos mais nada.

Infelizmente, às vezes acontece que depth(u) > log3/2 q. Neste caso,
precisamos reduzir a altura. Este não é um grande trabalho; existe ape-
nas um nó, a saber u, cuja profundidade excede log3/2 q. Para corrigir u,
percorremos de u de volta para a raiz procurando um bode expiatório, w. O
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Figura 8.1: Uma ScapegoatTree com 10 nós e altura 5.

bode expiatório, w, é um nó muito desequilibrado. Ele tem a propriedade

size(w.child)
size(w)

>
2
3
, (8.2)

onde w.child é o filho de w no caminho da raiz para u. Em breve prova-
remos que existe um bode expiatório. Por enquanto, podemos dar como
certo. Uma vez que encontramos o bode expiatório w, destruímos com-
pletamente a subárvore com raiz em w e a reconstruímos em uma ár-
vore de busca binária perfeitamente balanceada. Sabemos, de (8.2), que,
mesmo antes da adição da subárvore u, w não era uma árvore binária
completa. Portanto, quando reconstruirmos w, a altura diminuirá em
pelo menos 1, de modo que a altura da ScapegoatTree seja novamente
no máximo log3/2 q.

add(x)
(u,d)← add_with_depth(x)
if d > log32(q) then

# depth exceeded, find scapegoat
w← u.parent
while 3 · size(w) ≤ 2 · size(w.parent) do
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Figura 8.2: Inserindo 3.5 em uma ScapegoatTree aumenta sua altura para 6, o que
viola (8.1) pois 6 > log3/2 11 ≈ 5.914. Um bode expiatório é encontrado no nó
contendo 5.

w← w.parent
rebuild(w.parent)

return d ≥ 0

Se ignorarmos o custo de encontrar o bode expiatório w e reconstruir a
subárvore enraizada em w, então o tempo de execução de add(x) é domi-
nado pela pesquisa inicial, que toma um tempo O(logq) = O(logn). Ire-
mos contabilizar o custo de encontrar o bode expiatório e a reconstrução
usando a análise amortizada na próxima seção.

A implementação de remove(x) em uma ScapegoatTree é muito sim-
ples. Nós procuramos x e o removemos usando o algoritmo usual para
remover um nó de uma BinarySearchTree. (Note que isso nunca pode au-
mentar a altura da árvore). Em seguida, nós decrementamos n, mas dei-
xamos q inalterado. Finalmente, nós verificamos se q > 2n e, em caso afir-
mativo, então nós reconstruímos a árvore inteira em uma árvore de busca
binária perfeitamente balanceada e configuramos q = n.
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remove(x)
if super.remove(x) then

if 2 ·n < q then
rebuild(r)
q← n

return true
return false

Novamente, se ignorarmos o custo da reconstrução, o tempo de exe-
cução da operação remove(x) será proporcional à altura da árvore e, por-
tanto, será O(logn).

8.1.1 Análise de Corretude e Tempo de Execução

Nesta seção, analisamos a corretude e o tempo de execução amortizado
das operações em uma ScapegoatTree. Primeiro provamos a corretude
mostrando que, quando a operação add(x) resulta em um nó que viola a
Condição (8.1), então sempre podemos encontrar um bode expiatório:

Lema 8.1. Seja u um nó de profundidade h > log3/2 q em uma ScapegoatTree.
Então existe um nó w no caminho do u para a raiz tal que

size(w)
size(parent(w))

> 2/3 .

Demonstração. Suponha, por uma questão de contradição, que este não é
o caso, e

size(w)
size(parent(w))

≤ 2/3 .

para todos os nós w no caminho de u para a raiz. Indique o caminho da
raiz para u como r = u0, . . . ,uh = u. Então nós temos size(u0) = n, size(u1) ≤
2
3 n, size(u2) ≤ 4

9 n e, de maneira mais geral,

size(ui) ≤
(2

3

)i
n .

Mas isso gera uma contradição, já que size(u) ≥ 1, daí

1 ≤ size(u) ≤
(2

3

)h
n <

(2
3

)log3/2 q
n ≤

(2
3

)log3/2 n
n =

(1
n

)
n = 1 .
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Em seguida, analisamos as partes do tempo de execução que ainda não
foram contabilizadas. Existem duas partes: o custo das chamadas para
size(u) ao procurar por nós de bodes expiatórios e o custo das chamadas
para rebuild(w) quando encontramos um bode expiatório w. O custo das
chamadas para size(u) pode estar relacionado ao custo das chamadas para
rebuild(w), da seguinte forma:

Lema 8.2. Durante uma chamada para add(x) em uma ScapegoatTree, o custo
de encontrar o bode expiatório w e reconstruir a subárvore com raiz em w é
O(size(w)).

Demonstração. O custo de reconstruir o nó do bode expiatório w, uma
vez encontrado, é O(size(w)). Ao procurar pelo nó do bode expiatório,
chamamos size(u) em uma sequência de nós u0, . . . ,uk até encontrarmos
o bode expiatório uk = w. No entanto, como uk é o primeiro nó dessa
sequência que é um bode expiatório, sabemos que

size(ui) <
2
3
size(ui+1)

para todo i ∈ {0, . . . , k − 2}. Portanto, o custo de todas as chamadas para
size(u) é

O

 k∑
i=0

size(uk−i)

 = O

size(uk) +
k−1∑
i=0

size(uk−i−1)


= O

size(uk) +
k−1∑
i=0

(2
3

)i
size(uk)


= O

size(uk)
1 +

k−1∑
i=0

(2
3

)i


= O(size(uk)) =O(size(w)) ,

onde a última linha segue do fato de que a soma é uma série geometrica-
mente decrescente.

Tudo o que resta é provar um limite superior no custo de todas as
chamadas para rebuild(u) durante uma sequência de m operações:
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Lema 8.3. Começando com uma ScapegoatTree vazia, qualquer sequência de
m operações add(x) e remove(x) causam um tempo de no máximo O(m logm)
a ser usado pelas operações de rebuild(u).

Demonstração. Para provar isso, usaremos um esquema de crédito. Nós
imaginamos que cada nó armazena um número de créditos. Cada crédito
pode pagar por algumas unidades de tempo gasto c constante na recons-
trução. O esquema dá um total de O(m logm) créditos e cada chamada
para rebuild(u) é paga com créditos armazenados em u.

Durante uma inserção ou exclusão, damos um crédito a cada nó no
caminho para o nó inserido ou nó excluído, u. Desta forma distribuímos
no máximo log3/2 q ≤ log3/2m créditos por operação. Durante uma ex-
clusão, também armazenamos um crédito adicional “de lado”. Assim, no
total, distribuímos no máximo O(m logm) créditos. Tudo o que resta é
mostrar que esses créditos são suficientes para pagar todas as chamadas
para rebuild(u).

Se chamarmos rebuild(u) durante uma inserção, é porque u é um bode
expiatório. Suponha, sem perda de generalidade, que

size(u.left)
size(u)

>
2
3
.

Usando o fato que

size(u) = 1 + size(u.left) + size(u.right)

deduzimos que
1
2

size(u.left) > size(u.right)

e, portanto,

size(u.left)− size(u.right) >
1
2

size(u.left) >
1
3

size(u) .

Agora, a última vez que uma subárvore contendo u foi reconstruída (ou
quando u foi inserido, se uma subárvore contendo u nunca foi recons-
truída), temos

size(u.left)− size(u.right) ≤ 1 .

Portanto, o número de operações add(x) ou remove(x) que afetaram u.left
ou u.right desde então é pelo menos

1
3

size(u)− 1 .

178



e há, portanto, pelo menos, tantos créditos armazenados em u que es-
tão disponíveis para pagar pelo tempo O(size(u)) que leva para chamar
rebuild(u).

Se chamarmos rebuild(u) durante uma exclusão, é porque q > 2n.
Neste caso, temos q− n > n créditos armazenados “de lado”, e nós os usa-
mos para pagar o tempoO(n) que leva para reconstruir a raiz. Isso conclui
a prova.

8.1.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho da estrutura de dados Scape-
goatTree:

Teorema 8.1. Uma ScapegoatTree implementa a interface SSet. Ignorando
o custo das operações de rebuild(u), uma ScapegoatTree suporta as operações
add(x), remove(x) e find(x) em tempo O(logn) por operação.

Além disso, começando com uma ScapegoatTree vazia, qualquer sequência
de m operações add(x) e remove(x) resulta em um total de O(m logm) de
tempo gasto durante todas as chamadas para rebuild(u).

8.2 Discussão e Exercícios

O termo árvore scapegoat é creditado a Galperin e Rivest [33], que definem
e analisam essas árvores. No entanto, a mesma estrutura foi descoberta
anteriormente por Andersson [5, 7], que as chamou de árvores balanceadas
geral, já que elas podem ter qualquer forma desde que sua altura seja
pequena.

Teste experimentais com a implementação da ScapegoatTree revelará
que ela é consideravelmente mais lenta que as outras implementações de
SSet neste livro. Isso pode ser um pouco surpreendente, já que a altura
limitada a

log3/2 q ≈ 1.709logn +O(1)

é melhor que o tamanho esperado de um caminho de busca em uma Ski-
plist e não muito distante de uma Treap. A implementação pode ser
otimizada armazenando os tamanhos de subárvores explicitamente em
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cada nó ou reutilizando os tamanhos de subárvores já calculados (Exer-
cícios 8.5 e 8.6). Mesmo com essas otimizações, sempre haverá sequên-
cias de operações add(x) e delete(x) para as quais a ScapegoatTree demora
mais que outras implementações de SSet.

Essa lacuna no desempenho se deve ao fato de que, diferentemente das
outras implementações da SSet discutidas neste livro, uma ScapegoatTree
pode passar muito tempo se reestruturando. Exercício 8.3 pede para você
provar que existem sequências de n operações nas quais a ScapegoatTree
irá gastar um tempo da ordem de n logn em chamadas para rebuild(u).
Isso está em contraste com outras implementações do SSet discutidas
neste livro, que fazem apenas O(n) alterações estruturais durante uma
sequência de n operações. Esta é, infelizmente, uma consequência neces-
sária do fato de que uma ScapegoatTree faz toda a sua reestruturação por
meio de chamadas para rebuild(u) [20].

Apesar de sua falta de desempenho, existem aplicações em que uma
ScapegoatTree poderia ser a escolha certa. Isso ocorreria sempre que hou-
vesse dados adicionais associados a nós que não pudessem ser atualizados
em tempo constante quando uma rotação fosse executada, mas que pu-
desse ser atualizada durante uma operação de rebuild(u). Em tais casos,
a ScapegoatTree e estruturas relacionadas baseadas em reconstrução par-
cial podem funcionar. Um exemplo de tal aplicação é descrito em Exercí-
cio 8.11.

Exercício 8.1. Ilustre a adição dos valores 1.5 e 1.6 na ScapegoatTree em
Figura 8.1.

Exercício 8.2. Ilustre o que acontece quando a sequência 1,5,2,4,3 é adi-
cionada a uma ScapegoatTree vazia e mostre onde os créditos descritos na
prova do Lema 8.3 vão e como eles são usados durante essa sequência de
adições.

Exercício 8.3. Mostre que, se começarmos com uma ScapegoatTree vazia
e chamarmos add(x) para x = 1,2,3, . . . ,n, então o tempo total gasto du-
rante as chamadas para rebuild(u) é de pelo menos cn logn para alguma
constante c > 0.

Exercício 8.4. A ScapegoatTree, conforme descrita neste capítulo, garante
que o comprimento do caminho de pesquisa não exceda log3/2 q.
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1. Projete, analise e implemente uma versão modificada de Scapegoat-
Tree onde o comprimento do caminho de pesquisa não exceda logb q,
onde b é um parâmetro com 1 < b < 2.

2. O que sua análise e/ou seus experimentos dizem sobre o custo amor-
tizado de find(x), add(x) e remove(x) como uma função de n e b?

Exercício 8.5. Modifique o método add(x) da ScapegoatTree para que ele
não perca tempo recalculando os tamanhos de subárvores que já foram
computados. Isso é possível porque, no momento em que o método de-
seja calcular size(w), ele já calculou um dos size(w.left) ou size(w.right).
Compare o desempenho de sua implementação modificada com a imple-
mentação fornecida aqui.

Exercício 8.6. Implemente uma segunda versão da estrutura de dados
ScapegoatTree que armazena e mantém explicitamente os tamanhos da
subárvore com raiz em cada nó. Compare o desempenho da implemen-
tação resultante com a implementação original de ScapegoatTree, bem
como a implementação de Exercício 8.5.

Exercício 8.7. Reimplemente o método rebuild(u) discutido no início deste
capítulo para que ele não exija o uso de um array para armazenar os nós
da subárvore que está sendo reconstruída. Em vez disso, ele deve usar
recursão para primeiro conectar os nós a uma lista encadeada e depois
converter essa lista encadeada em uma árvore binária perfeitamente ba-
lanceada. (Existem implementações recursivas muito elegantes de ambas
as etapas.)

Exercício 8.8. Analise e implemente uma WeightBalancedTree. Esta é
uma árvore na qual cada nó u, exceto a raiz, mantém o invariante de equilí-
brio no qual size(u) ≤ (2/3)size(u.parent). As operações add(x) e remove(x)
são idênticas às operações da BinarySearchTree padrão, exceto que sem-
pre que a invariante de balanceamento for violada em um nó u, a subár-
vore com raiz em u.parent é reconstruída. Sua análise deve mostrar que
as operações na WeightBalancedTree são executadas em um tempo amor-
tizado de O(logn).

Exercício 8.9. Analise e implemente uma CountdownTree. Em uma Count-
downTree, cada nó u mantém um temporizador u.t. As operações add(x) e
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remove(x) são exatamente as mesmas que em uma BinarySearchTree pa-
drão, exceto que, sempre que uma dessas operações afeta a subárvore u,
u.t é decrementado. Quando u.t = 0, toda a subárvore com raiz em u é
reconstruída em uma árvore de busca binária perfeitamente balanceada.
Quando um nó u está envolvido em uma operação de reconstrução (seja
porque u foi recriado ou um dos ancestrais de u foi reconstruído) u.t é
reiniciado para size(u)/3.

Sua análise deve mostrar que as operações em uma CountdownTree
são executadas em um tempo amortizado de O(logn). (Dica: primeiro
mostre que cada nó u satisfaz a alguma versão de uma invariante de ba-
lanceamento.)

Exercício 8.10. Analise e implemente uma DynamiteTree. Em uma Dy-
namiteTree, cada nó u mantém as informações sobre o tamanho da su-
bárvore com raiz em u em uma variável u.size. As operações add(x) e
remove(x) são exatamente as mesmas que em uma BinarySearchTree pa-
drão, exceto que, sempre que uma dessas operações afetar uma subárvore
do nó u, u explode com probabilidade 1/u.size. Quando u explode, toda a
subárvore é reconstruída em uma árvore de busca binária perfeitamente
balanceada.

Sua análise deve mostrar que as operações em uma DynamiteTree são
executadas em um tempo esperado igual a O(logn).

Exercício 8.11. Projete e implemente uma estrutura de dados Sequen-
cia que mantenha uma sequência (lista) de elementos. Ela suporta estas
operações:

• add_after(e): Adiciona um novo elemento após o elemento e na
sequência. Retorna o elemento recém-adicionado. (Se e for nulo,
o novo elemento será adicionado no início da sequência.)

• remove(e): Remove e da sequencia.

• test_before(e1,e2): retorna true se e somente se e1 venha antes de e2

na sequência.

As duas primeiras operações devem ser executadas em um tempo amor-
tizado igual a O(logn). A terceira operação deve ser executada em tempo
constante.
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A estrutura de dados Sequence pode ser implementada ao armaze-
nar os elementos em algo como uma ScapegoatTree, na mesma ordem
em que ocorrem na sequência. Para implementar test_before(e1,e2) em
tempo constante, cada elemento e é rotulado com um inteiro que codi-
fica o caminho da raiz para e. Dessa forma, test_before(e1,e2) pode ser
implementado comparando os rótulos de e1 e e2.
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Capítulo 9

Árvores Rubro-Negras

Neste capítulo apresentamos as árvores rubro-negras, uma versão das ár-
vores binárias de busca com altura logarítmica. As árvores rubro-negras
são uma das estruturas de dados mais utilizadas. Elas aparecem como a
principal estrutura de busca em muitas implementações de bibliotecas,
incluindo a Java Collections Framework e várias implementações da C++
Standard Template Library. Elas também são utilizadas no kernel do sis-
tema operacional Linux. Existem várias razões para a popularidade das
árvores rubro-negras:

1. Uma árvore rubro-negra com n elementos tem altura de no máximo
2logn.

2. As operações add(x) e remove(x) em uma árvore rubro-negra são
executadas em tempo O(logn) no pior caso.

3. O número de rotações amortizadas realizadas durante uma opera-
ção add(x) ou remove(x) é constante.

As duas primeiras dessas propriedades já colocam as árvores rubro-negras
à frente de skiplists, treaps, e árvores scapegoat. Skiplists e treaps de-
pendem de randomização, e seus tempos de execução O(logn) são ape-
nas esperados. As árvores scapegoat têm limite de altura garantido, mas
as operações add(x) e remove(x) executam apenas em tempo amortizado
O(logn). A terceira propriedade é a cereja do bolo. Ela nos diz que o
tempo necessário para adicionar ou remover um elemento x é limitado
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Figura 9.1: Uma árvore 2-4 de altura 3.

pelo tempo necessário para encontrar x.1

No entanto, as propriedades legais das árvores rubro-negras vêm com
um preço: complexidade de implementação. Manter um limite de 2logn
na altura não é fácil. Isso exige uma análise cuidadosa de vários casos.
Devemos garantir que a implementação faça exatamente a coisa certa em
cada caso. Uma mudança de cor ou rotação mal feita produz um bug que
pode ser muito difícil de entender e rastrear.

Em vez de pular diretamente para a implementação das árvores rubro-
negras, primeiro passaremos alguma base sobre uma estrutura de dados
relacionada: a árvore 2-4. Isso dará uma visão de como as árvores rubro-
negras foram descobertas e porque a manutenção eficiente delas pode ser
possível.

9.1 Árvores 2-4

Uma árvore 2-4 é uma árvore enraizada com as seguintes propriedades:

Propriedade 9.1 (Altura). Todas as folhas têm a mesma profundidade.

Propriedade 9.2 (grau). Cada nó interno tem 2, 3 ou 4 filhos.

Um exemplo de uma árvore 2-4 é mostrado na Figura 9.1. As propri-
edades das árvores 2-4 implicam que sua altura é logarítmica no número
de folhas:

1Note que, nesse sentido, as skiplists e treaps também têm essa propriedade. Veja os
exercicios 4.6 e 7.5.
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Lema 9.1. Uma árvore 2-4 com n folhas tem altura máxima de logn.

Demonstração. O limite inferior de 2 no número de filhos de um nó in-
terno implica que, se a altura de uma árvore 2-4 for h, então ela tem no
mínimo 2h folhas. Em outras palavras,

n ≥ 2h .

Tirando o log de ambos os lados desta desigualdade resulta em h ≤ logn.

9.1.1 Adicionando uma folha

Adicionar uma folha a uma árvore 2-4 é fácil (veja Figura 9.2). Se nós
queremos adicionar uma folha u como filho de algum nó w no penúl-
timo nível, então simplesmente fazemos u um filho de w. Isso certamente
mantém a propriedade da altura, mas poderia violar a propriedade do
grau; se w tinha quatro filhos antes de adicionar u, então w agora tem
cinco filhos. Neste caso, nós dividimos w em dois nós, w e w’, tendo dois
e três filhos, respectivamente. Mas agora w’ não tem pai, então, recursi-
vamente, fazemos w’ um filho do pai de w. Novamente, isso pode fazer
com que o pai de w tenha muitos filhos, caso em que o dividimos. Este
processo continua até alcançar um nó com menos de quatro filhos, ou até
dividir a raiz, r, em dois nós r e r ′ . Nesse último caso, criamos uma nova
raiz que tem r e r ′ como filhos. Isso aumenta a profundidade de todas as
folhas simultaneamente e, portanto, mantém a propriedade da altura.

Uma vez que a altura da árvore 2-4 nunca é maior que logn, o processo
de adicionar uma folha termina após logn passos, no máximo.

9.1.2 Removendo uma folha

Remover uma folha da árvore 2-4 é um pouco mais complicado (veja Fi-
gura 9.3). Para remover uma folha u do seu pai w, apenas o removemos.
Se w tivesse apenas dois filhos antes da remoção de u, então w seria dei-
xado com apenas um filho e violaria a propriedade do grau.

Para corrigir isso, olhamos para o irmão de w, w′ . O nó w′ certamente
existe, dado que o pai de w tenha pelo menos dois filhos. Se w′ tem três
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w

w

u

u

w w′

Figura 9.2: Adicionando uma folha na árvore 2-4. Este processo termina depois
de uma divisão porque w.parent tem um grau inferior a 4 antes da adição.
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u

Figura 9.3: Removendo uma folha de uma árvore 2-4. Este processo vai até a raiz
porque cada um dos antecessores u e seus irmãos têm somente dois filhos.
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ou quatro filhos, então nós levamos um desses filhos de w′ para w. Agora
w tem dois filhos, w′ tem dois ou três filhos e assim terminamos.

Por outro lado, se w′ tiver apenas dois filhos, então nós mesclamos w
e w′ em um único nó, w, que tem três filhos. Em seguida, removemos w′

do pai de w′ recursivamente. Esse processo acaba quando alcançamos um
nó, u, onde u ou seu irmão tem mais de dois filhos, ou quando chegamos
à raiz. No último caso, se a raiz é deixada com apenas um filho, então nós
excluímos a raiz e fazemos do seu filho a nova raiz. Mais uma vez, isso
diminui simultaneamente a altura de cada folha e, portanto, mantém a
propriedade de altura.

Novamente, uma vez que a altura da árvore nunca é mais de logn,
o processo de remoção de uma folha termina após um máximo de logn
passos.

9.2 Árvore Rubro-Negra: Uma Árvore 2-4 Simulada

Uma árvore rubro-negra é uma árvore binária de busca na qual cada nó,
u, tem uma cor que é vermelha ou preta. O vermelho é representado pelo
valor 0 e preto pelo valor 1.

Antes e depois de qualquer operação em uma árvore rubro-negra, as
duas seguintes propriedades são satisfeitas. Cada propriedade é definida
tanto em termos de cores vermelhas e pretas, como em termos dos valores
numéricos 0 e 1.

Propriedade 9.3 (altura preta). Há o mesmo número de nós pretos em
cada caminho da raiz para a folha. (A soma das cores em qualquer cami-
nho da raiz para a folha é a mesma.)

Propriedade 9.4 (sem-borda-vermelha). Dois nós vermelhos nunca são
adjacentes. (Para qualquer nó u, exceto a raiz, u.colour + u.parent.colour ≥
1.)

Observe que sempre podemos colorir a raiz, r, de uma árvore rubro-
negra sem violar nenhuma dessas duas propriedades, então assumiremos
que a raiz é preta, e os algoritmos para atualizar uma árvore rubro-negra
irão manter isso. Outro truque que simplifica a árvore rubro-negra é tra-
tar os nós externos (representados por nil) como nós pretos. Desta forma,
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red node

black node

Figura 9.4: Um exemplo de uma árvore rubro-negra com altura preta 3. Os nós
externos (nil) são desenhados como quadrados.

todo nó real, u, de uma árvore rubro-negra tem exatamente dois filhos,
cada uma com uma cor bem definida. Um exemplo de árvore rubro-negra
é mostrado em Figura 9.4.

9.2.1 Árvores Rubro-Negras e Árvores 2-4

No começo, pode parecer surpreendente que uma árvore rubro-negra
possa ser eficientemente atualizada para manter as propriedades altura-
preta e sem-borda-vermelha, e parece incomum mesmo considerar estas
como propriedades úteis. Contudo, árvores rubro-negras foram projeta-
das para ser uma simulação eficiente de árvores 2-4 como árvores biná-
rias.

Consulte a Figura 9.5. Considere qualquer árvore rubro-negra, T ,
tendo n nós e executando a seguinte transformação: remova cada nó ver-
melho u e conecte os dois filhos de u diretamente ao pai (preto) de u.
Após essa transformação nós ficamos com uma árvore T ′ tendo apenas
nós pretos.

Cada nó interno em T ′ tem dois, três ou quatro filhos: Um nó preto
que começou com dois filhos pretos ainda terá dois filhos pretos após essa
transformação. Um nó preto que começou com um filho vermelho e um
preto terá três filhos depois dessa transformação. Um nó preto que come-
çou com dois filhos vermelhos terá quatro filhos após essa transformação.
Além disso, a propriedade altura-preta agora garante que cada caminho
da raiz até a folha em T ′ tem o mesmo comprimento. Em outras palavras,
T ′ é uma árvore 2-4!
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Figura 9.5: Toda árvore rubro-negra possui uma árvore 2-4 correspondente.

A árvore 2-4 T ′ tem n+1 folhas que correspondem aos n+1 nós exter-
nos da árvore rubro-negra. Portanto, esta árvore tem, no máximo, altura
log(n + 1). Agora, cada caminho da raiz até a folha na árvore 2-4 corres-
ponde a uma rota da raiz da árvore rubro-negra T até um nó externo. O
primeiro e último nó neste caminho são pretos, e no máximo um, a cada
dois nós internos, é vermelho. Então esta rota tem no máximo log(n + 1)
nós pretos e no máximo log(n+1)−1 nós vermelhos. Portanto, a rota mais
longa da raiz para qualquer nó interno em T é no máximo

2log(n + 1)− 2 ≤ 2logn ,

para qualquer n ≥ 1. Isso prova a propriedade mais importante da árvore
rubro-negra:

Lema 9.2. A altura da árvore rubro-negra com n nós é no máximo 2logn.

Agora que vimos a relação entre árvores 2-4 e árvores rubro-negras,
não é difícil acreditar que podemos manter, eficientemente, uma árvore
rubro-negra ao adicionar e remover elementos.

Já vimos que adicionar um elemento em uma Árvore Binária de Busca
pode ser feito adicionando uma nova folha. Portanto, para implementar
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add(x) em uma árvore rubro-negra, precisamos de um método para si-
mular a divisão de um nó com cinco filhos em uma árvore 2-4. Um nó
de árvore 2-4 com cinco filhos é representado por um nó preto que tem
dois filhos vermelhos, um dos quais também tem um filho vermelho. Nós
podemos dividir esse nó colorindo-o de vermelho e colorindo dois filhos
pretos. Um exemplo disso é mostrado em Figura 9.6.

Da mesma forma, implementar o método remove(x) requer um mé-
todo de mesclagem de dois nós, e pegar emprestado um filho de um
irmão. Mesclar dois nós é o inverso de uma divisão (mostrado em Fi-
gura 9.6), e envolve colorir, de vermelho, dois irmãos pretos e colorir, de
preto, o pai vermelho. Pegar emprestado de um irmão é o procedimento
mais complicado e envolve rotações e recolorações de nó.

Claro, durante todo isso, ainda devemos manter as propriedades sem-
borda-vermelha e altura-preta. Embora não seja mais surpreendente que
isso possa ser feito, há uma grande quantidade de casos que precisam
ser considerados se tentarmos fazer uma simulação direta de uma árvore
2-4 através de uma árvore rubro-negra. Em algum momento, torna-se
mais simples ignorar a árvore 2-4 subjacente e trabalhar diretamente para
manter as propriedades da árvore rubro-negra.

9.2.2 Árvore Rubro-Negra inclinada para a esquerda

Não existe uma definição única de árvores rubro-negras. Em vez disso,
existe uma família de estruturas que conseguem manter as propriedades
altura-preta e sem-borda-vermelha durante as operações add(x) e remove(x).
Diferentes estruturas fazem isso de diferentes maneiras. Aqui, imple-
mentamos a estrutura de dados que chamamos de RedBlackTree. Esta
estrutura implementa uma variante particular das árvores rubro-negras
que satisfaz uma propriedade adicional:

Propriedade 9.5 (inclinada para a esquerda). Em qualquer nó u, se u.left
for preto, então u.right é preto.

Observe que a árvore rubro-negra mostrada em Figura 9.4 não satis-
faz a propriedade inclinada-para-esquerda; ela é violada pelo pai do nó
vermelho no caminho mais à direita.

O motivo para manter a propriedade inclinada-para-esquerda é que
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w

w

u

w w′

u

Figura 9.6: Simulando uma operação de divisão na árvore 2-4 durante uma adição
em uma árvore rubro-negra. (Isto simula a adição em árvore 2-4 mostrada na
Figura 9.2.)
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ela reduz o número de casos encontrados ao atualizar a árvore durante
add(x) e remove(x) operações. Em termos de árvores 2-4, isso implica que
cada árvore 2-4 tem uma representação única: um nó de grau dois torna-
se um nó preto com dois filhos pretos. Um nó de grau três torna-se um
nó preto cujo filho esquerdo é vermelho e cujo filho direito é preto. Um
nó de grau quatro torna-se um nó preto com dois filhos vermelhos.

Antes de descrever a implementação de add(x) e remove(x) em deta-
lhe, apresentamos algumas sub-rotinas simples usadas por esses métodos
que estão ilustradas na Figura 9.7. As duas primeiras sub-rotinas são
para manipular cores, preservando a propriedade altura-negra. O mé-
todo push_black(u) recebe como entrada um nó preto u que tem dois fi-
lhos vermelhos e então colore u de vermelho e seus dois filhos de preto.
O método pull_black(u) inverte esta operação:

push_black(u)
u.colour← u.colour− 1
u.left.colour← u.left.colour + 1
u.right.colour← u.right.colour + 1

pull_black(u)
u.colour← u.colour + 1
u.left.colour← u.left.colour− 1
u.right.colour← u.right.colour− 1

O método flip_left(u) troca as cores de u e u.right e então executa uma
rotação à esquerda em u. Este método inverte as cores desses dois nós,
bem como sua relação pai-filho:

flip_left(u)
swap_colours(u,u.right)
rotate_left(u)

A operação flip_left(u) é especialmente útil para restaurar a proprie-
dade inclinada-pra-esquerda em um nó u que a viola (porque u.left é preto
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u

u

push black(u)
⇓

u

u

pull black(u)
⇓

flip left(u)
⇓

u

u

flip right(u)
⇓

u

u

Figura 9.7: Flips, pulls e pushes

e u.right é vermelho). Neste caso especial, podemos ter certeza de que
esta operação preserva ambas as propriedades altura-preta e sem-borda-
vermelha. A operação flip_right(u) é simétrica com flip_left(u), quando
os papéis da esquerda e direita são invertidos.

flip_right(u)
swap_colours(u,u.left)
rotate_right(u)

9.2.3 Adição

Para implementar add(x) em uma RedBlackTree, nós executamos um in-
serção padrão em BinarySearchTree para adicionar uma nova folha, u,
com u.x = x e definir u.colour = red. Observe que isso não altera a altura
preta de qualquer nó, por isso não viola a propriedade de altura-preta.
No entanto, pode violar a propriedade inclinada-para-esquerda (se u é
o filho direito de seu pai), e isso pode violar a propriedade sem-borda-
vermelha (se o pai de u é vermelho). Para restaurar essas propriedades,
chamamos o método add_fixup(u).

add(x)
u← new_node(x)
u.colour← red
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if add_node(u) then
add_fixup(u)
return true

return false

Ilustrado em Figura 9.8, o método add_fixup(u) recebe como entrada
um nó u cuja cor é o vermelho e que pode violar as propriedades sem-
borda-vermelha e/ou inclinada-para-esquerda. A seguinte discussão é
provavelmente impossível de se explicar sem se referir a Figura 9.8 ou
recriá-la em um pedaço de papel. De fato, o leitor talvez deseje estudar
essa figura antes de continuar.

Se u é a raiz da árvore, podemos colorir u de preto para restaurar as
propriedades. Se o irmão de u também for vermelho, então o pai de u
deve ser preto, de modo que as propriedades inclinada-para-esquerda e
sem-borda-vermelha se mantenham.

Caso contrário, primeiro determinamos se o pai de u, w, viola a propri-
edade inclinada-para-esquerda, e se for o caso, executamos uma operação
flip_left(w) e definimos u = w. Isso nos deixa em um estado bem definido:
u é o filho esquerdo de seu pai, w, então w agora satisfaz a propriedade
inclinada-para-esquerda. Tudo o que resta é garantir a propriedade sem-
borda-vermelha em u. Nós apenas temos que nos preocupar em caso de
w ser vermelho, pois em caso contrário, u já satisfaz a propriedade sem-
borda-vermelha.

Uma vez que ainda não terminamos, u é vermelho e w é vermelho.
A propriedade sem-borda-vermelha (que só é violada por u e não por
w) implica que o avô de u, g, existe e é preto. Se o filho direito de g
for vermelho, então a propriedade inclinada-para-esquerda garante que
ambos os filhos de g são vermelhos, e uma chamada de push_black(g) faz
g vermelho e w preto. Isso restaura a propriedade sem-borda-vermelha
em u, mas pode fazer com que seja violada em g, então todo o processo
recomeça com u = g.

Se o filho direito de g for preto, então uma chamada para flip_right(g)
faz w o pai (preto) de g e dá a w dois filhos vermelhos, u e g. Isso ga-
rante que u satisfaça a propriedade sem-borda-vermelha e g satisfaça a
propriedade inclinada-para-esquerda. Neste caso, podemos parar.
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u

u

u

u

w

u

w

u

w

u

w

u

w

u

w

u

new u = g

flip left(w) ; u = w

u

w.colour

flip right(g) push black(g)
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Figura 9.8: Uma única rodada no processo de fixação da propriedade 2 após uma
inserção.
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add_fixup(u)
while u.colour = red do

if u = r then
u.colour← black

return
w← u.parent
if w.left.colour = black then

flip_left(w)
u← w

w← u.parent
if w.colour = black then

return # red-red edge is eliminated - done
g← w.parent
if g.right.colour = black then

flip_right(g)
return

push_black(g)
u← g

O método insert_fixup(u) leva tempo constante por iteração e cada ite-
ração termina ou move u para mais perto da raiz. Assim sendo, o método
insert_fixup(u) termina após O(logn) iterações em tempo O(logn).

9.2.4 Remoção

A operação remove(x) na RedBlackTree é a mais complicada para imple-
mentar, e isso é verdade para todas as variantes conhecidas de árvore
rubro-negra. Assim como a operação remove(x) em uma ÁrvoreBinári-

aDeBusca, esta operação resume-se a encontrar um nó w com apenas um
filho, u, e retirar w da árvore fazendo w.parent adotar u.

O problema com isso é que, se w for preto, então a propriedade altura-
preta agora será violada em w.parent. Podemos evitar esse problema tem-
porariamente adicionando w.colour em u.colour. Claro, isso introduz dois
outros problemas: (1) se ambos u e w começarem preto, então u.colour +
w.colour = 2 (duplo preto), que é uma cor inválida. Se w for vermelho,
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então ele é substituído por um nó preto u, que pode violar a propriedade
inclinada-para-esquerda em u.parent. Ambos os problemas podem ser
resolvidos com uma chamada do método remove_fixup(u).

remove(x)
u← find_last(x)
if u = nil or u.x , x then

return false
w← u.right
if w = nil then

w← u

u← w.lef t
else

while w.left , nil do
w← w.lef t

u.x← w.x
u← w.right

splice(w)
u.colour← u.colour + w.colour
u.parent← w.parent
remove_fixup(u)
return true

O método remove_fixup(u) recebe como entrada um nó u cuja cor é
preta (1) ou duplo-preto (2). Se u for duplo-preto, então remove_fixup(u)
executa uma série de rotações e operações de recoloração que movem o
nó duplo preto pra cima da árvore até que possa ser eliminado. Durante
este processo, o nó u muda até que, no final deste processo, u aponta
para a raiz da subárvore que foi alterada. A raiz desta subárvore pode
ter mudado de cor. Em particular, pode ter ido de vermelho para preto,
então o método remove_fixup(u) termina ao verificar se o pai de u viola a
propriedade inclinada-para-esquerda, e se for o caso, a corrige.

remove_fixup(u)
while u.colour > black do
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if u = r then
u.colour← black

else if u.parent.left.colour = red
u← remove_fixup_case1(u)

else if u = u.parent.left
u← remove_fixup_case2(u)

else
u← remove_fixup_case3(u)

if u , r then # restore left-leaning property, if needed
w← u.parent
if w.right.colour = red and w.left.colour = black then

flip_left(w)

O método remove_fixup(u) é ilustrado em Figura 9.9. Mais uma vez, o
seguinte texto será difícil, se não impossível, de se explicar sem se referir
a Figura 9.9. Cada iteração do loop em remove_fixup(u) processa o nó
duplo-preto u com base em um de quatro casos:
Caso 0: u é a raiz. Este é o caso mais fácil de tratar. Nós recolorimos
u para ser preto (isso não viola nenhuma das propriedades das árvores
rubro-negras).
Caso 1: O irmão de u, v, é vermelho. Nesse caso, o irmão de u é o fi-
lho esquerdo de seu pai, w (pela propriedade inclinada-para-esquerda).
Nós realizamos um right-flip direito em w e depois prosseguimos para a
próxima iteração. Observe que esta ação faz com que o pai de w viole
a propriedade inclinada-para-esquerda e a profundidade de u aumente.
No entanto, também implica que a próxima iteração estará no Caso 3
com w colorido de vermelho. Ao examinar o Caso 3 abaixo, veremos que
o processo irá parar durante a próxima iteração.

remove_fixup_case1(u)
flip_right(u.parent)
return u

Caso 2: O irmão de u, v, é preto, e u é o filho esquerdo de seu pai, w.
Nesse caso, chamamos pull_black(w), fazendo u preto, v vermelho e escu-

201



Árvores Rubro-Negras

new u

u u

w

u

pull black(w) pull black(w)

flip left(w) flip right(w)

u

w

uv v

v

v

v

v

u

u

u

u

u

w

w

w

w

w

q

q

q

q

q

q.colour

rotate left(w)

flip right(v)

push black(q)

v

q

v

v

v

v

v

w

w

w

w

w

w

w

q

q

q

q

q.colour

rotate right(w)

flip left(v)

push black(q)

v

v

v

q q

q

w

ww

u

u u

u u

u

u

u

v.left.colour

flip left(v)

w (new u)

q

w

u

push black(v)

v (new u)

w

w

flip right(w)

v.right.colour

v

u

w

q

v

u

w

q

vu

w

q

flip left(v)

vv

remove fixupCase1(u)remove fixupCase3(u)remove fixupCase2(u)

Figura 9.9: Uma única rodada no processo de eliminar um nó duplo-preto após
uma remoção.
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recendo a cor de w para preto ou duplo-preto. Neste ponto, w não satisfaz
a propriedade inclinada-para-esquerda, então nós chamamos flip_left(w)
para corrigir isso.

Neste ponto, w é vermelho e v é a raiz da subárvore com a qual nós
começamos. Precisamos verificar se w faz com que a propriedade sem-
borda-vermelha seja violada. Fazemos isso inspecionando o filho direito
de w, q. Se q é preto, então w satisfaz a propriedade sem-borda-vermelha
e podemos continuar a próxima iteração com u = v.

Caso contrário (q é vermelho), tanto a propriedade sem-borda-vermelha
quanto a inclinada-para-esquerda são violadas em q e w, respectivamente.
A propriedade inclinada-para-esquerda é restaurada com uma chamada
de rotate_left(w), mas a propriedade sem-borda-vermelha ainda é vio-
lada. Neste ponto, q é o filho esquerdo de v, w é o filho esquerdo de q, q
e w são vermelhos e v é preto ou duplo-preto. A flip_right(v) faz q o pai
de ambos v e w. Seguindo com um push_black(q), colore v e w de preto e
define a cor de q de volta para a cor original de w.

Neste ponto, o nó duplo-preto foi eliminado e as propriedade sem-
borda-vermelha e altura-preta estão restabelecidas. Apenas um problema
possível: o filho direito de v pode ser vermelho, caso no qual a proprie-
dade inclinada-para-esquerda seria violada. Verificamos isso e executa-
mos um flip_left(v) para corrigi-la, se necessário.

remove_fixup_case2(u)
w← u.parent
v← w.right
pull_black(w)
flip_left(w)
q← w.right
if q.colour = red then

rotate_left(w)
flip_right(v)
push_black(q)
if v.right.colour = red then

flip_left(v)
return q

else
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return v

Caso 3: o irmão de u é preto e u é o filho certo de seu pai, w. Este caso é si-
métrico ao Caso 2 e é tratado principalmente da mesma maneira. As úni-
cas diferenças vêm do fato de que a propriedade inclinada-para-esquerda
é assimétrica, por isso requer uma manipulação diferente.

Como antes, começamos com uma chamada de pull_black(w), o que
torna v vermelho e u preto. Uma chamada de flip_right(w) promove v
para a raiz da subárvore. Neste ponto w é vermelho, e o código se ramifica
de duas maneiras dependendo da cor do filho esquerdo de w, q.

Se q estiver vermelho, o código termina exatamente da mesma ma-
neira que o Caso 2 termina, mas é ainda mais simples já que não há perigo
de v não satifazer a propriedade inclinada-para-esquerda.

O caso mais complicado ocorre quando q é preto. Nesse caso, nós
examinamos a cor do filho esquerdo de v. Se for vermelho, então v tem
dois filhos vermelhos e seu preto extra podem ser postos pra baixo com
uma chamada de push_black(v). Neste ponto, v agora tem a cor original
de w, e assim terminamos.

Se o filho esquerdo de v for preto, então v viola a propriedade inclinada-
para-esquerda, e restauramos isso com uma chamada de flip_left(v). De-
pois, devolvemos o nó v para que a próxima iteração de remove_fixup(u)
continue com u = v.

remove_fixup_case3(u)
w← u.parent
v← w.lef t
pull_black(w)
flip_right(w) # w is now red
q← w.lef t
if q.colour = red then # q-w is red-red

rotate_right(w)
flip_left(v)
push_black(q)
return q

else
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if v.left.colour = red then
push_black(v)
return v

else # ensure left-leaning
flip_left(v)
return w

Cada iteração de remove_fixup(u) leva tempo constante. Os casos 2 e 3
terminam ou movem u para mais perto da raiz da árvore. O Caso 0 (onde
u é a raiz) sempre termina, o e Caso 1 leva imediatamente para Caso 3, que
também termina. Como a altura da árvore é de no máximo 2logn, con-
cluímos que existem no máximo O(logn) iterações de remove_fixup(u),
então remove_fixup(u) é executado em tempo O(logn).

9.3 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho da estrutura de dados Red-
BlackTree:

Teorema 9.1. Uma RedBlackTree implementa a interface SSet e suporta as
operações add(x), remove(x) e find(x) em tempo de pior caso O(logn) por
operação.

Não incluído no teorema acima é o seguinte bônus extra:

Teorema 9.2. Começando com uma RedBlackTree vazia, qualquer seqüência
dem operações add(x) e remove(x) resultam em um tempo total gasto deO(m)
durante todas as chamadas de add_fixup(u) e remove_fixup(u).

Nós apenas esboçamos uma prova do Teorema 9.2. Comparando
add_fixup(u) e remove_fixup(u) com os algoritmos para adicionar ou re-
mover uma folha em uma árvore 2-4, podemos nos convencer de que essa
propriedade é herdada de uma árvore 2-4. Em particular, se pudermos
mostrar que o tempo total gasto dividindo, mesclando e pegando empres-
tado em uma árvore 2-4 é O(m), então isso implica Teorema 9.2.

A prova deste teorema para árvores 2-4 usa o método potencial de
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análise amortizada.2 Defina o potencial de um nó interno u em uma ár-
vore 2-4 como

Φ(u) =


1 se u tem 2 filhos
0 se u tem 3 filhos
3 se u tem 4 filhos

e o potencial de uma árvore 2-4 como a soma dos potenciais dos seus nós.
Quando ocorre uma divisão, é porque um nó com quatro filhos se torna
dois nós, com dois e três filhos. Isso significa que o potencial total cai
em 3 − 1 − 0 = 2. Quando ocorre uma mesclagem, dois nós que tinham
dois filhos são substituídos por um nó com três filhos. O resultado é
uma queda de 2 − 0 = 2 no potencial. Portanto, para cada divisão ou
mesclagem, o potencial diminui em dois.

Agora perceba que, se ignorarmos a divisão e a mesclagem de nós,
existe apenas um número constante de nós cujo número de filhos é alte-
rado pela adição ou remoção de uma folha. Ao adicionar um nó, um nó
tem o número de filhos aumentado em um, aumentando o potencial por
no máximo três. Durante a remoção de uma folha, um nó tem seu nú-
mero de filhos diminuido em um, aumentando o potencial por até um, e
dois nós podem estar envolvidos em uma operação de pegar emprestado,
aumentando seu potencial total por até um.

Para resumir, cada mesclagem e divisão causam o potencial de cair por
ao menos dois. Ignorando a mesclagem e a divisão, cada adição ou remo-
ção faz com que o potencial aumente por até três, e o potencial é sempre
não negativo. Portanto, o número de divisões e fusões causadas porm adi-
ções ou remoções em uma árvore inicialmente vazia é no máximo 3m/2.
Teorema 9.2 é uma conseqüência dessa análise e a correspondência entre
árvores 2-4 e árvores rubro-negras.

9.4 Discussão e Exercícios

Árvores rubro-negras foram introduzidas pela primeira vez por Guibas e
Sedgewick [38]. Apesar da sua alta complexidade de implementação, elas
são encontradas em algumas das bibliotecas e aplicações mais utilizadas.

2Veja a prova de Lema 2.2 e Lema 3.1 para outras aplicações do método potencial.
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A maioria das apostilas de algoritmos e e estruturas de dados discutem
algumas variantes de árvores rubro-negras.

Andersson [6] descreve uma versão de árvores balanceadas que são
semelhantes às árvores rubro-negras, mas tem a restrição adicional de
qualquer nó ter no máximo um filho vermelho. Isso implica que essas
árvores simulam árvores 2-3 ao invés de árvores 2-4. Elas são significa-
tivamente mais simples, no entanto, que a estrutura RedBlackTree apre-
sentada neste capítulo.

Sedgewick [64] descreve duas versões de árvores rubro-negras incli-
nada para esquerda. Estas usam a recursão junto com uma simulação de
divisão de cima para baixo e mesclando em árvores 2-4. A combinação
dessas duas técnicas fazem um código curto e elegante.

Uma estrutura de dados relacionada e mais antiga é a ávore AVL [3].
As árvores de AVL são balanceada em altura: Em cada nó u, as alturas da
subárvore enraizada em u.left e da subárvore enraizada em u.right dife-
rem por mais de um. Segue-se imediatamente que, se F(h) for o número
mínimo de folhas em uma árvore de altura h, então F(h) obedece a recor-
rência de Fibonacci

F(h) = F(h− 1) +F(h− 2)

com casos base F(0) = 1 e F(1) = 1. Isso significa que F(h) é aproximada-
mente ϕh/

√
5, onde ϕ = (1 +

√
5)/2 ≈ 1.61803399 é o coeficiente de ouro.

(Mais precisamente, |ϕh/
√

5−F(h)| ≤ 1/2.) Argumentando como na prova
de Lema 9.1, isso implica

h ≤ logϕ n ≈ 1.440420088logn ,

então as árvores AVL têm altura menor do que árvores rubro-negras. O
balanceamento de altura pode ser mantido durante as operações add(x) e
remove(x) ao caminhar de volta ao caminho da raiz e realizar uma ope-
ração de rebalanceamento em cada nó u onde a altura das subarvores
esquerda e direita de u diferem em dois. Veja Figura 9.10.

As variantes de Andersson e de Sedgewick da árvore rubro-negra e as
árvores AVL são mais simples de implementar do que a estrutura Red-
BlackTree definida aqui. Infelizmente, nenhuma delas pode garantir que
o tempo amortizado gasto rebalanceamento é O(1) por atualização. Em
particular, não há análogo ao Teorema 9.2 para essas estruturas.
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Figura 9.10: Reequilibrando em uma árvore AVL. No máximo, duas rotações são
necessárias para converter um nó cujas subárvores tenham uma altura de h e h+2
em um nó cujas subárvores têm uma altura de no máximo h+ 1.
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Figura 9.11: Uma árvore rubro-negra para praticar.
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Exercício 9.1. Ilustre a árvore 2-4 que corresponde à RedBlackTree da
Figura 9.11.

Exercício 9.2. Ilustre a adição de 13, depois de 3.5, e depois de 3.3 na
RedBlackTree da Figura 9.11.

Exercício 9.3. Ilustre a remoção de 11, depois de 9, e depois de 5 na
RedBlackTree da Figura 9.11.

Exercício 9.4. Mostre que, para valores arbitrariamente grandes de n, há
árvores rubro-negras com n nós com altura de 2logn−O(1).

Exercício 9.5. Considere as operações push_black(u) e pull_black(u). O
que fazem essas operações para a árvore 2-4 subjacente que está sendo
simulada pela árvore rubro-negra?

Exercício 9.6. Mostre que, para valores arbitrariamente grandes de n,
existem sequências de operações add(x) e remove(x) que ocasionam ár-
vores rubro-negras com n nós de altura 2logn−O(1).

Exercício 9.7. Por que o método remove(x) na implementação RedBlack-
Tree executa a atribuição u.parent ← w.parent? Isso já não deveria estar
feito pela chamada de splice(w)?

Exercício 9.8. Suponha que uma árvore 2-4, T , tenha n` folhas e ni nós
internos.

1. Qual é o valor mínimo de ni em função de n`?

2. Qual é o valor máximo de ni em função de n`?

3. Se T ′ é uma árvore rubro-negra que representa T , então, quantos
nós vermelhos tem T ′?

Exercício 9.9. Suponha que você tenha uma árvore binária de busca com
n nós e altura de no máximo 2logn − 2. É sempre possível colorir os nós
vermelhos e pretos de modo que a árvore satisfaça as propriedades altura-
preta e sem-borda-vermelha? Se positivo, também pode ser feito para
satisfazer a propriedade inclinada-para-esquerda?
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Exercício 9.10. Suponha que você tenha duas árvores rubro-negras T1 e
T2 de mesma altura preta, h, e tal que a maior chave em T1 é menor do
que a menor chave em T2. Mostre como combinar T1 e T2 em uma única
árvore rubro-negra em tempo O(h).

Exercício 9.11. Estenda sua solução para Exercício 9.10 para o caso em
que as duas árvores T1 e T2 têm alturas pretas diferentes, h1 , h2. O tempo
de execução deve ser O(max{h1,h2}).

Exercício 9.12. Prove que, durante uma operação add(x), uma árvore
AVL deve executar no máximo uma operação de rebalanceamento (que
envolve no máximo duas rotações; veja Figura 9.10). Dê um exemplo de
uma árvore AVL e uma operação remove(x) naquela árvore que requer
operações de rebalanceamento da ordem de logn

Exercício 9.13. Implemente uma classe AVLTree que implementa árvo-
res AVL conforme descrito acima. Compare seu desempenho com o da
implementação RedBlackTree. Qual implementação tem uma operação
find(x) mais rápida?

Exercício 9.14. Projete e implemente uma série de experimentos que
comparam a performance relativa de find(x), add(x) e remove(x) para as
implementações SSet de SkiplistSSet, ScapegoatTree, Treap e RedBlack-
Tree. Certifique-se de incluir vários cenários de teste, incluindo casos em
que os dados são aleatórios, já ordenado, são removidos em ordem alea-
tória, são removidos em ordem ordenada, e assim por diante.
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Capítulo 10

Heaps

Neste capítulo, discutiremos duas implementações da estrutura de dados
de prioridade Fila extremamente útil. Ambas as estruturas são um tipo
especial de árvore binária chamada heap, o que significa “uma pilha de-
sorganizada.” Isso contrasta com as árvores de busca binária que podem
ser consideradas como uma pilha altamente organizada.

A primeira implementação de heap usa um array para simular uma ár-
vore binária completa. Esta implementação muito rápida é a base de um
dos mais rápidos algoritmos de ordenação conhecidos, o chamado heap-
sort (ver Seção 11.1.3). A segunda implementação é baseada em árvores
binárias mais flexíveis. Ela suporta uma operação meld(h) que permite
que a fila de prioridades absorva os elementos de uma segunda fila de
prioridade h.

10.1 BinaryHeap: Uma árvore binária implícita

Nossa primeira implementação de uma Fila (de prioridade) é baseada em
uma técnica que tem mais de quatrocentos anos de idade. O método Eyt-
zinger nos permite representar uma árvore binária completa como um
array, colocando os nós da árvore em ordem de largura (ver Seção 6.1.2).
Desta forma, a raiz é armazenada na posição 0, o filho esquerdo da raiz é
armazenado na posição 1, o filho direito da raiz na posição 2, o filho es-
querdo do filho esquerdo da raiz é armazenado na posição 3 e assim por
diante. Ver Figura 10.1.
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Figura 10.1: O método de Eytzinger representa uma árvore binária completa
como um array.

Se aplicarmos o método de Eytzinger a uma árvore suficientemente
grande, alguns padrões surgem. O filho esquerdo do nó no índice i está
no índice left(i) = 2i + 1 e o filho direito do nó no índice i está no índice
right(i) = 2i + 2. O pai do nó no índice i está no índice parent(i) = (i−1)/2.

left(i)
return 2 · i + 1

right(i)
return 2 · (i + 1)

parent(i)
return (i− 1)div2

Uma BinaryHeap usa essa técnica para representar implicitamente
uma árvore binária em que os elementos são ordenados pelo heap: o valor
armazenado em qualquer índice i não é menor que o valor armazenado
no índice parent(i), com a exceção do valor da raiz, i = 0. Segue-se que o
menor valor na Fila de prioridade é, portanto, armazenado na posição 0
(a raiz).

Na BinaryHeap, os n elementos são armazenados em um array a:
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initialize()
a← new_array(1)
n← 0

Implementar a operação add(x) é bastante simples. Como acontece
com todas as estruturas baseadas em array, primeiro verificamos se a está
cheio (verificando se length(a) = n) e, em caso afirmativo, aumentamos a.
Em seguida, colocamos x no local a[n] e incrementamos n. Neste ponto,
tudo o que resta é garantir que mantemos a propriedade do heap. Fazemos
isso trocando repetidamente x por seu pai até que x não seja menor que
seu pai. Ver Figura 10.2.

add(x)
if length(a) < n + 1 then

resize()
a[n]← x

n← n + 1
bubble_up(n− 1)
return true

bubble_up(i)
p← parent(i)
while i > 0 and a[i] < a[p] do

a[i],a[p]← a[p],a[i]
i← p

p← parent(i)

Implementar a operação remove(), que remove o menor valor do heap,
é um pouco mais complicado. Nós sabemos onde o menor valor está
(na raiz), mas precisamos substituí-lo depois de removê-lo e garantir que
mantemos a propriedade de heap.

A maneira mais fácil de fazer isso é substituir a raiz pelo valor a[n−1],
excluir esse valor e decrementar n. Infelizmente, o novo elemento raiz
agora provavelmente não é o menor elemento, por isso ele precisa ser mo-
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Figura 10.2: Adicionando o valor 6 à BinaryHeap.
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vido para baixo. Fazemos isso comparando repetidamente esse elemento
com seus dois filhos. Se é o menor dos três, então estamos prontos. Caso
contrário, nós trocamos este elemento pelo menor de seus dois filhos e
continuamos.

remove()
x← a[0]
a[0]← a[n− 1]
n← n− 1
trickle_down(0)
if 3 ·n < length(a) then

resize()
return x

trickle_down(i)
while i ≥ 0 do

j←−1
r← right(i)
if r < n and a[r] < a[i] then
`← left(i)
if a[`] < a[r] then

j← `

else
j← r

else
`← left(i)
if ` < n and a[`] < a[i] then

j← `

if j ≥ 0 then
a[j],a[i]← a[i],a[j]

i← j

Como com outras estruturas baseadas em array, iremos ignorar o tempo
gasto em chamadas para resize(), uma vez que elas podem ser contabili-
zadas usando o argumento de amortização do Lema 2.1. Os tempos de
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Figura 10.3: Removendo o valor mínimo, 4, de uma BinaryHeap.
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execução de add(x) e remove() dependem da altura da árvore binária (im-
plícita). Felizmente, esta é uma árvore binária completa; cada nível, exceto
o último, tem o número máximo possível de nós. Portanto, se a altura
dessa árvore for h, ela terá pelo menos 2h nós.

n ≥ 2h .

Tomando logaritmos em ambos os lados desta equação dá

h ≤ logn .

Portanto, ambas as operações add(x) e remove() são executadas em um
tempo O(logn).

10.1.1 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma BinaryHeap:

Teorema 10.1. Uma BinaryHeap implementa a interface Fila (de prioridade).
Ignorando o custo das chamadas para resize(), a BinaryHeap suporta as ope-
rações add(x) e remove() em um tempo por operação de O(logn).

Além disso, começando com uma BinaryHeap vazia, qualquer sequência
de m operações add(x) e remove() resulta em um total de tempo O(m) gasto
durante todas as chamadas para resize().

10.2 MeldableHeap: Uma Heap fusionável aleatória

Nesta seção, descrevemos o MeldableHeap, uma implementação da Fila
de prioridade, na qual a estrutura subjacente também é uma árvore bi-
nária ordenada por heap. No entanto, ao contrário de uma BinaryHeap
no qual a árvore binária subjacente é completamente definida pelo nú-
mero de elementos, não há restrições quanto à forma da árvore binária
subjacente na MeldableHeap; qualquer coisa serve.

As operações add(x) e remove() em uma MeldableHeap são implemen-
tadas em termos da operação merge(h1,h2). Essa operação usa dois nós de
heap h1 e h2 e mescla-os, retornando um nó de heap que é a raiz de uma
heap que contém todos os elementos na subárvore com raiz em h1 e todos
os elementos na subárvore com raiz em h2.
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O bom de uma operação merge(h1,h2) é que ela pode ser definida re-
cursivamente. Veja Figura 10.4. Se h1 ou h2 for nil, então estamos mes-
clando com um conjunto vazio, então retornamos h2 ou h1, respectiva-
mente. Caso contrário, assuma h1.x ≤ h2.x pois, se h1.x > h2.x, poderemos
inverter os papéis de h1 e h2. Então, sabemos que a raiz da heap mes-
clada conterá h1.x e podemos mesclar recursivamente h2 com h1.left ou
h1.right, como desejamos. É aqui que entra a randomização e lançamos
uma moeda para decidir se devemos mesclar h2 com h1.left ou h1.right:

merge(h1,h2)
if h1 = nil then return h2

if h2 = nil then return h1

if h2.x < h1.x then (h1,h2)← (h2,h1)
if random_bit() then

h1.lef t←merge(h1.left,h2)
h1.left.parent← h1

else
h1.right←merge(h1.right,h2)
h1.right.parent← h1

return h1

Na próxima seção, mostramos que merge(h1,h2) é executado em um
tempo esperado de O(logn), onde n é o número total de elementos em h1

e h2.
Com o acesso a uma operação merge(h1,h2), a operação add(x) é fácil.

Criamos um novo nó u contendo x e depois mesclamos u com a raiz do
heap:

add(x)
u← new_node(x)
r←merge(u,r)
r.parent← nil

n← n + 1
return true
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Isto leva um tempo esperado de O(log(n + 1)) =O(logn).
A operação remove() é igualmente fácil. O nó que queremos remover

é a raiz, então apenas mesclamos seus dois filhos e fazemos a raiz ser o
resultado:

remove()
x← r.x
r←merge(r.left,r.right)
if r , nil then r.parent← nil

n← n− 1
return x

Novamente, isto leva um tempo esperado de O(logn).
Além disso, uma MeldableHeap pode implementar muitas outras ope-

rações em um tempo esperado de O(logn), incluindo:

• remove(u): remove o nó u (e sua chave u.x) do heap.

• absorb(h): adicione todos os elementos da MeldableHeap h a este
heap, esvaziando h no processo.

Cada uma dessas operações pode ser implementada usando um número
constante de operações de merge(h1,h2), cada uma levando um tempo
esperado de O(logn).

10.2.1 Análise de merge(h1,h2)

A análise de merge(h1,h2) é baseada na análise de um passeio aleatório em
uma árvore binária. Um passeio aleatório em uma árvore binária começa
na raiz da árvore. Em cada passo da caminhada aleatória, uma moeda é
lançada e, dependendo do resultado desse sorteio, a caminhada prossegue
para a esquerda ou para o filho direito do nó atual. A caminhada termina
quando cai da árvore (o nó atual se torna nil).

O seguinte lema é um tanto notável porque não depende de forma
alguma da forma da árvore binária:

Lema 10.1. O comprimento esperado de um passeio aleatório em uma árvore
binária com n nós é no máximo log(n + 1).
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Demonstração. A prova é por indução em n. No caso base, n = 0 e a ca-
minhada tem comprimento 0 = log(n+1). Suponha agora que o resultado
seja verdadeiro para todos os inteiros não negativos n′ < n.

Faça n1 indicar o tamanho da subárvore esquerda da raiz, de modo
que n2 = n−n1 − 1 seja o tamanho da subárvore direita da raiz.

Começando na raiz, a caminhada dá um passo e depois continua em
uma subárvore de tamanho n1 ou n2. Pela nossa hipótese indutiva, a
duração esperada da caminhada é então

E[W ] = 1 +
1
2

log(n1 + 1) +
1
2

log(n2 + 1) ,

já que cada um de n1 e n2 é menor que n. Como log é uma função côn-
cava, E[W ] é maximizado quando n1 = n2 = (n− 1)/2. Portanto, o número
esperado de passos feitos pelo passeio aleatório é

E[W ] = 1 +
1
2

log(n1 + 1) +
1
2

log(n2 + 1)

≤ 1 + log((n− 1)/2 + 1)

= 1 + log((n + 1)/2)

= log(n + 1) .

Fazemos uma rápida digressão para observar que, para os leitores que
conhecem um pouco da teoria da informação, a prova de Lema 10.1 pode
ser expressa em termos de entropia.

Prova Teórica de Informação de Lema 10.1. Faça di indicar a profundidade
do i-ésimo nó externo e lembre-se de que uma árvore binária com n nós
possui n + 1 nós externos. A probabilidade de o passeio aleatório atin-
gir o i-ésimo nó externo é exatamente pi = 1/2di , então o comprimento
esperado do passeio aleatório é dado por

H =
n∑
i=0

pidi =
n∑
i=0

pi log
(
2di

)
=

n∑
i=0

pi log(1/pi)

O lado direito desta equação é facilmente reconhecível como a entropia
de uma distribuição de probabilidade sobre n + 1 elementos. Um fato
básico sobre a entropia de uma distribuição sobre n + 1 elementos é que
ela não excede log(n + 1), o que comprova o lema.
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Com este resultado em caminhadas aleatórias, agora podemos provar
facilmente que o tempo de execução da operação merge(h1,h2) é O(logn).

Lema 10.2. Se h1 e h2 forem as raízes de dois heaps contendo n1 e n2 nós,
respectivamente, então o tempo de execução esperado de merge(h1,h2) é no
máximo O(logn), onde n = n1 + n2,

Demonstração. Cada etapa do algoritmo de mesclagem leva um passo de
uma caminhada aleatória, na heap com raiz em h1 ou na heap com raiz
em h2. O algoritmo termina quando qualquer um desses dois caminhos
aleatórios caírem de sua árvore correspondente (quando h1 = nil ou h2 =
nil). Portanto, o número esperado de passos executados pelo algoritmo de
mesclagem é no máximo

log(n1 + 1) + log(n2 + 1) ≤ 2logn .

10.2.2 Resumo

O seguinte teorema resume o desempenho de uma MeldableHeap:

Teorema 10.2. Uma MeldableHeap implementa a interface Fila (de priori-
dade). Uma MeldableHeap suporta as operações add(x) e remove() em um
tempo esperado de O(logn) por operação.

10.3 Discussão e Exercícios

A representação implícita de uma árvore binária completa como um ar-
ray, ou lista, parece ter sido proposta pela primeira vez por Eytzinger [27].
Ele usou essa representação em livros contendo árvores genealógicas de
pedigree de famílias nobres. A estrutura de dados BinaryHeap descrita
aqui foi introduzida pela primeira vez por Williams [76].

A estrutura de dados MeldableHeap aleatória descrita aqui aparece
primeiramente proposta por Gambin e Malinowski [34]. Outras imple-
mentações de meldable heap existem, incluindo heaps de esquerda [16,
48, Seção 5.3.2], heaps binomiais [73], heaps de Fibonacci [30], heaps em-
parelhadas [29], e heaps inclinadas [70], embora nenhum desses seja tão
simples quanto a estrutura MeldableHeap.
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Algumas das estruturas acima também suportam uma operação
decrease_key(u,y) em que o valor armazenado no nó u é reduzido para
y. (É uma pré-condição que y ≤ u.x.) Na maioria das estruturas ante-
riores, esta operação pode ser suportada em um tempo O(logn) remo-
vendo o nó u e adicionando y. No entanto, algumas dessas estruturas
podem implementar decrease_key(u,y) com mais eficiência. Em parti-
cular, decrease_key(u,y) leva um tempo amortizado de O(1) nas heaps
de Fibonacci e um tempo amortizado de O(loglogn) numa versão espe-
cial de heaps de emparelhamento [25]. Essa operação decrease_key(u,y)
mais eficiente tem aplicações para acelerar vários algoritmos gráficos, in-
cluindo o algoritmo de caminho mais curto de Dijkstra [30].

Exercício 10.1. Ilustre a adição dos valores 7 e depois 3 ao BinaryHeap
mostrado no final de Figura 10.2.

Exercício 10.2. Ilustre a remoção dos próximos dois valores (6 e 8) na
BinaryHeap mostrada no final de Figura 10.3.

Exercício 10.3. Implemente o método remove(i), que remove o valor ar-
mazenado em a[i] em BinaryHeap. Este método deve ser executado em
um tempo O(logn). Em seguida, explique por que esse método provavel-
mente não será útil.

Exercício 10.4. Uma árvore d-aria é uma generalização de uma árvore
binária na qual cada nó interno possui d filhos. Usando o método de Eyt-
zinger também é possível representar árvores completas de d-aria usando
arrays. Trabalhe as equações que, dado um índice i, determinam o índice
do pai de i e cada um dos d filhos de i nesta representação.

Exercício 10.5. Usando o que você aprendeu em Exercício 10.4, projete
e implemente um DaryHeap, a generalização d-aria de um BinaryHeap.
Analise os tempos de execução de operações em DaryHeap e teste o de-
sempenho de sua implementação DaryHeap em relação à implementação
BinaryHeap fornecida aqui.

Exercício 10.6. Ilustre a adição dos valores 17 e 82 na MeldableHeap h1

mostrada em Figura 10.4. Use uma moeda para simular um bit aleatório
quando necessário.
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Exercício 10.7. Ilustre a remoção dos próximos dois valores (4 e 8) no
MeldableHeap h1 mostrado em Figura 10.4. Use uma moeda para simular
um bit aleatório quando necessário.

Exercício 10.8. Implemente o método remove(u) que remove o nó u de
uma MeldableHeap. Estemétodo deve executar em um tempo esperado
de O(logn).

Exercício 10.9. Mostre como encontrar o segundo menor valor em uma
BinaryHeap ou MeldableHeap em um tempo constante

Exercício 10.10. Mostre como encontrar o k-ésimo menor valor em uma
BinaryHeap ou MeldableHeap em um tempo O(k logk). (Dica: usar uma
outra heap pode ajudar.)

Exercício 10.11. Suponha que você tenha k listas ordenadas com um ta-
manho total de n. Utilizando uma heap, mostre como fundi-las em uma
única lista ordenada em um tempo O(n logk). (Dica: Começar com o caso
k = 2 pode ser instrutivo.)
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Capítulo 11

Algoritmos de Ordenação

Este capítulo discute algoritmos para classificar um conjunto de n itens.
Isso pode parecer um tópico estranho para um livro sobre estruturas de
dados, mas existem várias boas razões para incluí-lo aqui. O motivo mais
óbvio é que dois desses algoritmos de classificação (quicksort e heap-sort)
estão intimamente relacionados com duas das estruturas de dados que
já estudamos (árvores aleatórias de busca binárias e pilhas, respectiva-
mente).

A primeira parte deste capítulo discute algoritmos que classificam
usando apenas comparações e apresenta três algoritmos que são execu-
tados em um tempo deO(n logn). Como se verifica, os três algoritmos são
assintoticamente ótimos; nenhum algoritmo que use apenas comparações
pode evitar de fazer aproximadamente n logn comparações no pior caso e
até mesmo no caso médio.

Antes de continuar, devemos notar que qualquer das implementações
de SSet ou de Fila de prioridades apresentadas em capítulos anteriores
também podem ser usadas para obter um algoritmo de classificação com
tempo O(n logn). Por exemplo, podemos classificar n itens executando
n operações add(x) seguidas de n operações remove() em BinaryHeap ou
MeldableHeap. Alternativamente, podemos usar as n operações add(x)
em qualquer uma das estruturas de dados da árvore de pesquisa binária e,
em seguida, executar uma travessia em ordem (Exercício 6.8) para extrair
os elementos ordenados. No entanto, em ambos os casos, temos um alto
custo para construir uma estrutura que nunca é totalmente utilizada. A
classificação é um problema tão importante que vale a pena desenvolver
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métodos diretos que sejam tão rápidos, simples e eficientes em termos de
espaço quanto possível.

A segunda parte deste capítulo mostra que, se permitimos outras ope-
rações além de comparações, todas as possibilidades são possíveis. De
fato, usando a indexação de array, é possível classificar um conjunto de n
inteiros na faixa {0, . . . ,nc − 1} em um tempo O(cn).

11.1 Ordenação Baseada em Comparações

Nesta seção, apresentamos três algoritmos de classificação: merge-sort,
quicksort e heap-sort. Cada um desses algoritmos recebe um array de
entrada a e classifica os elementos de a em ordem não decrescente em um
tempo (esperado) de O(n logn). Esses algoritmos são todos baseados em
comparação. Esses algoritmos não se importam com o tipo de dados que
estão sendo classificados; a única operação que eles fazem nos dados é
comparações usando o método compare(a,b). Lembre-se de Seção 1.2.4,
que compare(a,b) retorna um valor negativo se a < b, um valor positivo se
a > b e zero se a = b.

11.1.1 Merge-Sort

O algoritmo merge-sort é um exemplo clássico de divisão e conquista re-
cursiva: Se o comprimento de a for no máximo 1, então a já está clas-
sificado, então não fazemos nada. Caso contrário, dividimos a em duas
metades, a0 = a[0], . . . ,a[n/2 − 1] e a1 = a[n/2], . . . ,a[n − 1]. Nós classifica-
mos recursivamente a0 e a1, e então mesclamos (o agora ordenado) a0 e
a1 para obter nossa matriz totalmente ordenada a:

merge_sort(a)
if length(a) ≤ 1 then

return a
m← length(a)div2
a0←merge_sort(a[. . . ,m− 2,m− 1])
a1←merge_sort(a[m,m + 1, . . .])
merge(a0,a1,a)
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Figura 11.1: A execução de merge_sort(a,c)

return a

Um exemplo é mostrado na Figura 11.1.
Em comparação com a classificação, a mesclagem dos dois arrays clas-

sificados a0 e a1 é bastante fácil. Nós adicionamos elementos em a um por
vez. Se a0 ou a1 estiver vazio, então adicionamos os próximos elementos
do outro array (não vazio). Caso contrário, nós colocamos o mínimo do
próximo elemento em a0 e o próximo elemento em a1 e o adicionamos a
a:

merge(a0,a1,a)
i0← i1← 0
for i in 0,1,2, . . . , length(a)− 1 do

if i0 = length(a0) then
a[i]← a1[i1]
i1← i2

else if i1 = length(a1)
a[i]← a0[i0]
i0← i1

else if a0[i0] ≤ a1[i1]

227



Algoritmos de Ordenação

a[i]← a0[i0]
i0← i1

else
a[i]← a1[i1]
i1← i2

Observe que o algoritmo merge(a0,a1,a,c) executa no máximo n − 1
comparações antes de ficar sem elementos em um a0 ou a1.

Para entender o tempo de execução do merge-sort, é mais fácil pen-
sar nele em termos de sua árvore de recursão. Suponha agora que n é
uma potência de dois, de modo que n = 2logn e logn é um número inteiro.
Consulte Figura 11.2. Merge-sort transforma o problema de classificar
n elementos em dois problemas, cada um dos elementos de classificação
n/2. Estes dois subproblemas são então transformados em dois problemas
cada, para um total de quatro subproblemas, cada um de tamanho n/4.
Esses quatro subproblemas tornam-se oito subproblemas, cada um de ta-
manho n/8, e assim por diante. No final deste processo, os subproblemas
n/2, cada um de tamanho dois, são convertidos em n problemas, cada um
de tamanho um. Para cada subproblema de tamanho n/2i , o tempo gasto
para mesclar e copiar dados é O(n/2i). Uma vez que existem 2i subpro-
blemas de tamanho n/2i , o tempo total gasto trabalhando em problemas
de tamanho 2i , sem contar chamadas recursivas, é

2i ×O(n/2i) =O(n) .

Portanto, a quantidade total de tempo tomado por merge-sort é

logn∑
i=0

O(n) =O(n logn) .

A prova do seguinte teorema baseia-se na análise anterior, mas tem
que ser um pouco mais cuidadosa para lidar com os casos em que n não é
uma potência de 2.

Teorema 11.1. O algoritmo merge_sort(a) executa em um tempo O(n logn) e
faz no máximo n logn comparações.
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Figura 11.2: A árvore de recursão de merge-sort.

Demonstração. A prova é por indução em n. O caso base, em que n = 1,
é trivial; quando apresentado com uma matriz de comprimento 0 ou 1, o
algoritmo simplesmente retorna sem realizar comparações.

A combinação de duas listas ordenadas do comprimento total n re-
quer no máximo n− 1 comparações. Faça C(n) indicar o número máximo
de comparações realizadas por merge_sort(a,c) em um array a de compri-
mento n. Se n for uniforme, então aplicamos a hipótese indutiva aos dois
subproblemas e obtemos

C(n) ≤ n− 1 + 2C(n/2)

≤ n− 1 + 2((n/2)log(n/2))

= n− 1 + n log(n/2)

= n− 1 + n logn−n

< n logn .

O caso em que n é ímpar é um pouco mais complicado. Para este caso,
usamos duas desigualdades que são fáceis de verificar:

log(x+ 1) ≤ log(x) + 1 , (11.1)

for all x ≥ 1 e
log(x+ 1/2) + log(x − 1/2) ≤ 2log(x) , (11.2)
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para todo x ≥ 1/2. A desigualdade (11.1) vem do fato de que log(x) + 1 =
log(2x) enquanto (11.2) decorre do fato de que log é uma função côncava.
Com essas ferramentas na mão, temos, para o n ímpar,

C(n) ≤ n− 1 +C(dn/2e) +C(bn/2c)
≤ n− 1 + dn/2e logdn/2e+ bn/2c logbn/2c
= n− 1 + (n/2 + 1/2)log(n/2 + 1/2) + (n/2− 1/2)log(n/2− 1/2)

≤ n− 1 + n log(n/2) + (1/2)(log(n/2 + 1/2)− log(n/2− 1/2))

≤ n− 1 + n log(n/2) + 1/2

< n + n log(n/2)

= n + n(logn− 1)

= n logn .

11.1.2 Quicksort

O algoritmo quicksort é outro algoritmo clássico de divisão e conquista.
Ao contrário do merge-sort, que se funde depois de resolver os dois sub-
problemas, o quicksort faz todo o seu trabalho antecipadamente.

Quicksort é simples de descrever: escolha um elemento aleatório pivô,
x, de a; divida a no conjunto de elementos menores que x, o conjunto de
elementos iguais a x e o conjunto de elementos maior que x; e, finalmente,
ordene recursivamente o primeiro e o terceiro conjunto nesta partição.
Um exemplo é mostrado na Figura 11.3.

quick_sort(a)
quick_sort(a,0, length(a))

quick_sort(a, i,n)
if n ≤ 1 then return
x← a[i + random_int(n)]
(p, j,q)← (i− 1, i, i + n)
while j < q do

if a[j] < x then
p← p + 1
a[j],a[p]← a[p],a[j]
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8 5 4 02 6 71 3

8 5 4 02 6 7 3 12 1 10 1113 9

1 2 4 53 6 8 9 10 11 12 130 7

1 2 4 53 6 70 8 10 11 12 139

12 10 11 139

x

quick sort(a,10,4)quick sort(a,0,9)

Figura 11.3: Um exemplo da execução de quick_sort(a,0,14)

j← j + 1
else if a[j] > x

q← q− 1
a[j],a[q]← a[q],a[j]

else
j← j + 1

quick_sort(a, i,p− i + 1)
quick_sort(a,q,n− (q− i))

Tudo isso é feito no próprio array, em vez de fazer as cópias de su-
barrays serem ordenadas, o método quick_sort(a, i,n,c) apenas ordena o
subarray a[i], . . . ,a[i + n− 1]. Inicialmente, esse método é invocado com os
argumentos quick_sort(a,0, length(a), c).

No coração do algoritmo quicksort está o algoritmo de particiona-
mento no local. Este algoritmo, sem usar espaço extra, troca elementos
em a e calcula índices p e q de modo que

a[i]


< x if 0 ≤ i ≤ p
= x if p < i < q
> x if q ≤ i ≤ n− 1

Este particionamento, que é feito pelo loop while no código, funciona au-
mentando iterativamente p e diminuindo q enquanto mantém a primeira
e a última dessas condições. Em cada etapa, o elemento na posição j é
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movido ou para a frente, ou à esquerda de onde está ou movido para trás.
Nos dois primeiros casos, j é incrementado, enquanto no último caso, j
não é incrementado, pois o novo elemento na posição j ainda não foi pro-
cessado.

O algoritmo quicksort está fortemente relacionado às árvores de pes-
quisa binária aleatórias estudadas em Seção 7.1. De fato, se a entrada
para quicksort consiste em n elementos distintos, a árvore de recursão
de quicksort é uma árvore de pesquisa binária aleatória. Para ver isso,
lembre-se de que ao construir uma árvore de pesquisa binária aleatória, a
primeira coisa que fazemos é escolher um elemento aleatório x e torná-lo
a raiz da árvore. Depois disso, cada elemento será eventualmente com-
parado com x, com elementos menores indo para a subárvore esquerda e
elementos maiores para a direita.

Em quicksort, selecionamos um elemento aleatório x e comparamos
imediatamente tudo com x, colocando os elementos menores no início do
array e elementos maiores no final do array. Quicksort, em seguida, clas-
sifica recursivamente o início do array e o fim do array, enquanto a árvore
de pesquisa binária aleatória insere recursivamente elementos menores
na subárvore da esquerda dos elementos raiz e maiores na subárvore di-
reita da raiz.

A correspondência acima entre árvores de pesquisa binárias aleatórias
e quicksort significa que podemos traduzir Lema 7.1 para uma declaração
sobre quicksort:

Lema 11.1. Quando o quicksort é chamado para ordenar um array contendo
os inteiros 0, . . . ,n−1, o número esperado de vezes que o elemento i é comparado
a um elemento de pivô é no máximo Hi+1 +Hn−i.

Uma pequena soma de números harmônicos nos dá o seguinte teo-
rema sobre o tempo de execução do quicksort:

Teorema 11.2. Quando o quicksort é chamado para ordenar uma matriz con-
tendo n elementos distintos, o número esperado de comparações realizadas é
no máximo 2n lnn +O(n).

Demonstração. Seja T o número de comparações realizadas pelo quicksort
ao classificar n elementos distintos. Usando Lema 11.1 e a linearidade de
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expectativa, temos:

E[T ] =
n−1∑
i=0

(Hi+1 +Hn−i)

= 2
n∑
i=1

Hi

≤ 2
n∑
i=1

Hn

≤ 2n lnn + 2n = 2n lnn +O(n)

Teorema 11.3 descreve o caso em que os elementos que estão sendo
classificados são todos distintos. Quando o array de entrada, a, contém
elementos duplicados, o tempo de execução esperado do quicksort não
é pior e pode ser ainda melhor; sempre que um elemento duplicado x é
escolhido como um pivô, todas as ocorrências de x são agrupadas e não
participam de nenhum dos dois subproblemas.

Teorema 11.3. O método quick_sort(a,c) é executado em um tempo espe-
rado de O(n logn) e o número esperado de comparações que executam são no
máximo 2n lnn +O(n).

11.1.3 Heap-sort

O algoritmo heap-sort é outro algoritmo de classificação local. O heap-
sort usa os heaps binários discutidos em Seção 10.1. Lembre-se de que
a estrutura de dados BinaryHeap representa um heap usando um único
array. O algoritmo de classificação de heap converte o array de entrada a
em um heap e, em seguida, extrai repetidamente o valor mínimo.

Mais especificamente, um heap armazena n elementos em um array,
a, nas posições do array a[0], . . . ,a[n − 1] com o menor valor armazenado
na raiz, a[0]. Depois de transformar a em um BinaryHeap, o algoritmo
de classificação de heap troca repetidamente a[0] e a[n − 1], diminui n e
chama trickle_down(0) para que a[0], . . . ,a[n − 2] mais uma vez seja uma
representação de heap válida. Quando este processo termina (porque n =
0), os elementos de a são armazenados em ordem decrescente, então a é
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9 6 13 810 7 11 125

11
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12

9

13

5

78

6

4 2 1 03

1 2 4 53 6 8 11 12 13 14 150 7

Figura 11.4: Um instantâneo da execução de heap_sort(a,c). A parte sombreada
da matriz já está classificada. A parte não sombreada é um BinaryHeap. Durante
a próxima iteração, o elemento 5 será colocado na posição do array 8.

revertido para obter a ordem final ordenada. 1 A Figura 11.4 mostra um
exemplo da execução de heap_sort(a,c).

heap_sort(a)
h← BinaryHeap()
h.a← a

h.n← length(a)
m← h.ndiv2
for i in m− 1,m− 2,m− 3, . . . ,0 do

h.trickle_down(i)
while h.n > 1 do

h.n← h.n− 1
h.a[h.n],h.a[0]← h.a[0],h.a[h.n]
h.trickle_down(0)

a.reverse()

Uma sub-rotina chave no tipo heap é o construtor para transformar
um array não ordenado a em uma pilha. Seria fácil fazer isso em um
tempoO(n logn) chamando repetidamente o método de BinaryHeap add(x),

1O algoritmo poderia alternativamente redefinir a função compare(x,y) para que o algo-
ritmo de classificação de heap armazene os elementos diretamente em ordem crescente.
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mas podemos fazer melhor usando um algoritmo que execute de baixo
para cima. Lembre-se de que, em uma pilha binária, os filhos de a[i] são
armazenados nas posições a[2i + 1] e a[2i + 2]. Isso implica que os ele-
mentos a[bn/2c], . . . ,a[n − 1] não têm filhos. Em outras palavras, cada um
de a[bn/2c], . . . ,a[n− 1] é um sub-heap de tamanho 1. Agora, trabalhando
para trás, podemos chamar trickle_down(i) para cada i ∈ {bn/2c −1, . . . ,0}.
Isso funciona, porque no momento em que chamamos trickle_down(i),
cada um dos dois filhos de a[i] são a raiz de um sub-heap, então, chamar
trickle_down(i) faz a[i] a raiz do seu próprio sub-heap.

O interessante desta estratégia de baixo para cima é que é mais efici-
ente do que chamar add(x) n vezes. Para ver isso, observe que, para n/2
elementos, não fazemos nenhum trabalho, para n/4 elementos, chama-
mos trickle_down(i) em um sub-heap enraizado em a[i] e cuja altura é
um, para n/8 elementos, chamamos trickle_down(i) em um subheap cuja
altura é dois e assim por diante. Uma vez que o trabalho realizado por
trickle_down(i) é proporcional à altura do sub-heap enraizado em a[i],
isso significa que o trabalho total feito é no máximo

logn∑
i=1

O((i − 1)n/2i) ≤
∞∑
i=1

O(in/2i) =O(n)
∞∑
i=1

i/2i =O(2n) =O(n) .

A segunda e última igualdade deriva do reconhecimento que a soma
∑∞
i=1 i/2

i

é igual, por definição do valor esperado, ao número esperado de vezes que
lançamos uma moeda e incluindo a primeira vez que a moeda aparece
como cara e aplicando Lema 4.2.

O seguinte teorema descreve o desempenho de heap_sort(a,c).

Teorema 11.4. O método heap_sort(a,c) executa em um tempo O(n logn) e
realiza no máximo 2n logn +O(n) comparações.

Demonstração. O algoritmo é executado em três etapas: (1) transformando
a em um heap, (2) extraindo repetidamente o elemento mínimo de a
e (3) revertendo os elementos em a. Nós apenas argumentamos que o
passo 1 leva um tempo O(n) e executa O(n) comparações. O Passo 3 leva
um tempoO(n) e não realiza comparações. O passo 2 executa n chamadas
para trickle_down(0). A i-ésima chamada ocorre em um heap de tama-
nho n − i e executa no máximo 2log(n − i) comparações. Somando isso
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sobre i dá
n−i∑
i=0

2log(n− i) ≤
n−i∑
i=0

2logn = 2n logn

Adicionando o número de comparações realizadas em cada uma das três
etapas completa a prova.

11.1.4 Um Limite Inferior para classificação baseada em comparação

Nós já vimos três algoritmos de classificação baseados em comparação
que executam cada um em um tempo O(n logn). Agora devemos estar
pensando se existem algoritmos mais rápidos. A resposta curta a esta
pergunta é não. Se as únicas operações permitidas nos elementos de a são
comparações, nenhum algoritmo pode evitar fazer n logn comparações.
Isso não é difícil de provar, mas requer um pouco de imaginação. Em
última análise, decorre do fato de que

log(n!) = logn + log(n− 1) + · · ·+ log(1) = n logn−O(n) .

(Provar este fato é deixado para o Exercício 11.10.)
Começaremos concentrando nossa atenção em algoritmos determinís-

ticos como merge-sort e heap-sort e em um valor fixo particular de n.
Imagine que esse algoritmo está sendo usado para classificar n elemen-
tos distintos. A chave para provar o limite inferior é observar que, para
um algoritmo determinístico com um valor fixo de n, o primeiro par de
elementos que são comparados é sempre o mesmo. Por exemplo, em
heap_sort(a,c), quando n é igual, a primeira chamada para trickle_down(i)
é com i← n/2−1 e a primeira comparação é entre os elementos a[n/2−1]
e a[n− 1].

Uma vez que todos os elementos de entrada são distintos, esta pri-
meira comparação tem apenas dois possíveis resultados. A segunda com-
paração feita pelo algoritmo pode depender do resultado da primeira
comparação. A terceira comparação pode depender dos resultados dos
dois primeiros, e assim por diante. Desta forma, qualquer algoritmo de
classificação determinística baseado em comparação pode ser visto como
uma árvore árvore de comparação enraizada. Cada nó interno, u, desta
árvore é rotulado com um par de índices u.i e u.j. Se a[u.i] < a[u.j] o al-
goritmo prossegue para a subárvore esquerda, caso contrário, ele passa
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a[1] ≶ a[2]

a[0] ≶ a[2]

a[1] < a[0] < a[2]

a[0] ≶ a[1]

a[1] ≶ a[2]

a[0] ≶ a[2]a[0] < a[1] < a[2]

a[0] < a[2] < a[1] a[2] < a[0] < a[1] a[1] < a[2] < a[0] a[2] < a[1] < a[0]

< >

< > < >

< > < >

Figura 11.5: Uma árvore de comparação para ordenar um array a[0],a[1],a[2] de
tamanho n← 3.

para a subárvore direita. Cada folha w desta árvore é rotulada com uma
permutação w.p[0], . . . ,w.p[n − 1] de 0, . . . ,n − 1. Essa permutação repre-
senta aquele que é necessário para classificar a se a árvore de comparação
chegar a esta folha. Isso é,

a[w.p[0]] < a[w.p[1]] < · · · < a[w.p[n− 1]] .

Um exemplo de uma árvore de comparação para um array de tamanho
n← 3 é mostrado em Figura 11.5.

A árvore de comparação para um algoritmo de classificação nos diz
tudo sobre o algoritmo. Ele nos diz exatamente a sequência de compara-
ções que será realizada para qualquer matriz de entrada, a, tendo n ele-
mentos distintos e nos diz como o algoritmo irá reordenar a para ordená-
lo. Consequentemente, a árvore de comparação deve ter pelo menos n!
folhas; se não, então há duas permutações distintas que levam à mesma
folha; portanto, o algoritmo não classifica corretamente pelo menos uma
dessas permutações.

Por exemplo, a árvore de comparação em Figura 11.6 tem apenas 4 <
3! = 6 folhas. Inspecionando esta árvore, vemos que os dois arrays de en-
trada 3,1,2 e 3,2,1 ambos levam à folha mais à direita. Na entrada 3,1,2,
esta folha corretamente exibe a[1] = 1,a[2] = 2,a[0] = 3. No entanto, na
entrada 3,2,1, este nó incorretamente fornece a[1] = 2,a[2] = 1,a[0] = 3.
Esta discussão leva ao limite inferior primário para algoritmos baseados
em comparação.

Teorema 11.5. Para qualquer algoritmo de classificação baseado em compa-
ração determinística A e qualquer inteiro n ≥ 1, existe um array de entrada a
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a[0] ≶ a[2]

a[1] < a[0] < a[2]

a[0] ≶ a[1]

a[1] ≶ a[2]

a[0] < a[1] < a[2] a[0] < a[2] < a[1] a[1] < a[2] < a[0]

< >

< > < >

Figura 11.6: Uma árvore de comparação que não classifica corretamente todas as
permutações de entrada.

de comprimento n tal que A executa em menos log(n!) = n logn −O(n) com-
parações ao classificar a.

Demonstração. Na discussão anterior, a árvore de comparação definida
por A deve ter pelo menos n! folhas. Uma prova indutiva fácil mostra
que qualquer árvore binária com k folhas tem uma altura de pelo menos
logk. Portanto, a árvore de comparação para A tem uma folha, w, com
uma profundidade de pelo menos log(n!) e existe um array de entrada a
que leva a esta folha. O array de entrada a é uma entrada para a qual A
faz pelo menos log(n!) comparações.

Teorema 11.5 trata de algoritmos determinísticos, como o merge-sort
e o heap-sort, mas não nos conta nada sobre algoritmos randomizados
como quicksort. Poderia um algoritmo randomizado vencer o limite in-
ferior log(n!) no número de comparações? A resposta, novamente, é não.
Novamente, a maneira de provar isso é pensar de forma diferente sobre o
que é um algoritmo randomizado.

Na discussão a seguir, assumiremos que nossas árvores de decisão fo-
ram "limpas"da seguinte maneira: qualquer nó que não pode ser alcan-
çado por algum array de entrada a é removido. Esta limpeza implica que
a árvore tem exatamente n! folhas. Tem pelo menos n! folhas porque,
caso contrário, não conseguiria ordenar corretamente. Tem no máximo n!
folhas desde que cada uma das possíveis n! permutações de n elementos
distintos seguem exatamente uma raiz para o caminho da folha na árvore
de decisão.

Podemos pensar em um algoritmo de classificação aleatorizado, R,
como um algoritmo determinista que leva duas entradas: o array de en-
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trada a que deve ser ordenado e uma sequência longa b = b1,b2,b3, . . . , bm
de números reais aleatórios no intervalo [0,1]. Os números aleatórios for-
necem a randomização para o algoritmo. Quando o algoritmo quer jogar
uma moeda ou fazer uma escolha aleatória, ele faz isso usando algum
elemento de b. Por exemplo, para calcular o índice do primeiro pivô no
quicksort, o algoritmo pode usar a fórmula bnb1c.

Agora, note que se nós fixamos b em alguma sequência particular
b̂, então mathcalR se torna um algoritmo de classificação determinista,
R(b̂), que tem uma árvore de comparação associada, T (b̂). Em seguida,
note que se selecionarmos a para ser uma permutação aleatória de {1, . . . ,n},
então isso é equivalente a selecionar uma folha aleatória, w, a partir de n!
folhas de T (b̂).

Exercício 11.12 pede para provar isso, se selecionarmos uma folha ale-
atória de qualquer árvore binária com k folhas, então a profundidade es-
perada dessa folha é pelo menos logk. Portanto, o número esperado de
comparações realizadas pelo algoritmo (determinístico) R(b̂) quando é
dada um array de entrada contendo uma permutação aleatória de {1, . . . ,n}
é pelo menos log(n!). Finalmente, note que isso é verdade para todas as
opções de b̂, portanto, é válido para R. Isso completa a prova do limite
inferior para algoritmos randomizados.

Teorema 11.6. Para qualquer inteiro n ≥ 1 e qualquer algoritmo de classifi-
cação baseado em comparação (determinístico ou randomizado) A, o número
esperado de comparações feito por A ao classificar uma permutação aleatória
de {1, . . . ,n} é de pelo menos log(n!) = n logn−O(n).

11.2 Ordenação por Contagem e Ordenação Radix

Nesta seção, estudamos dois algoritmos de classificação que não são ba-
seados em comparação. Especializados para classificar inteiros peque-
nos, esses algoritmos evitam os limites inferiores de Teorema 11.5 usando
(partes de) os elementos em a como índices em um array. Considere uma
declaração da forma

c[a[i]] = 1 .
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Esta declaração é executada em tempo constante, mas tem length(c) pos-
síveis resultados diferentes, dependendo do valor de a[i]. Isso significa
que a execução de um algoritmo que faz tal afirmação não pode ser mo-
delada como uma árvore binária. Em última análise, essa é a razão pela
qual os algoritmos nesta seção podem classificar mais rapidamente do
que os algoritmos baseados em comparação.

11.2.1 Ordenação por Contagem

Suponhamos que tenhamos um array de entrada a consistindo de n intei-
ros, cada um no intervalo 0, . . . ,k − 1. O count-sort algoritmo classifica a
usando um array auxiliar c de contadores. Ele produz uma versão orde-
nada de a como um array auxiliar b.

A ideia por trás do tipo de contagem é simples: para cada i ∈ {0, . . . ,k−
1}, conte o número de ocorrências de i em a e armazene isso em c[i].
Agora, após a classificação, a saída parecerá c[0] ocorrências de 0, seguido
de c[1] ocorrências de 1, seguido de c[2] ocorrências de 2, . . . , seguido de
c[k−1] ocorrências de k−1. O código que faz isso é bem inteligente, e sua
execução está ilustrada em Figura 11.7:

counting_sort(a,k)
c← new_zero_array(k)
for i in 0,1,2, . . . , length(a)− 1 do

c[a[i]]← c[a[i]] + 1
for i in 1,2,3, . . . ,k− 1 do

c[i]← c[i] + c[i− 1]
b← new_array(length(a))
for i in length(a)− 1, length(a)− 2, length(a)− 3, . . . ,0 do

c[a[i]]← c[a[i]]− 1
b[c[a[i]]]← a[i]

return b

O primeiro loop for neste código define cada contador c[i] para que
ele conte o número de ocorrências de i em a. Ao usar os valores de a como
índices, esses contadores podem ser computados em um tempo O(n) com
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7 2 9 0 1 2 0 9 7 4 4 6 9 1 0 9 3 2 5 9

3 2 3 1 2 1 1 2 0 5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

c

a

3 5 8 9 11 12 13 15 15 20c′

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

0 0 0 1 1 2 2 2 3 4 4 5 6 7 7 9 9 9 9 9b

7 2 9 0 1 2 0 9 7 4 4 6 9 1 0 9 3 2 5 9a

3 5 8 9 11 12 13 15 20c′
0 1 2 3 4 5 6 78 9

Figura 11.7: A operação do tipo de contagem em um array de comprimento n = 20
que armazena números inteiros 0, . . . ,k− 1 = 9.
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um único loop for. Neste ponto, poderíamos usar c para preencher o array
de saída b diretamente. No entanto, isso não funcionaria se os elementos
de a tiverem dados associados. Portanto, gastamos um pouco de esforço
extra para copiar os elementos de a em b.

O próximo loop for, que leva um tempo O(k), calcula uma soma dos
contadores para que c[i] se torne o número de elementos em a que são
menores ou iguais a i. Em particular, para cada i ∈ {0, . . . ,k−1}, o array de
saída, b, terá

b[c[i− 1]] = b[c[i− 1] + 1] = · · · = b[c[i]− 1] = i .

Finalmente, o algoritmo varre a de trás para frente para colocar seus ele-
mentos, em ordem, em um array de saída b. Ao varrer, o elemento a[i]← j

é colocado na posição b[c[j]− 1] e o valor c[j] é decrementado.

Teorema 11.7. O método counting_sort(a,k) pode classificar um array a con-
tendo n inteiros no conjunto {0, . . . ,k− 1} em um tempo O(n + k).

O algoritmo de classificação de contagem tem a boa propriedade de
ser estável; preserva a ordem relativa de elementos iguais. Se dois ele-
mentos a[i] e a[j] tiverem o mesmo valor e i < j então a[i] aparecerá antes
a[j] em b. Isso será útil na próxima seção.

11.2.2 Ordenação Radix

A ordenação por contagem é muito eficiente para classificar um array de
inteiros quando o comprimento, n, do array não é muito menor do que
o valor máximo, k− 1, que aparece no array. O algoritmo radix-sort , que
descrevemos agora, usa várias passagens de ordenação por contagem para
permitir uma gama muito maior de valores máximos.

A ordenação por radix classifica w-bit inteiros usando w/d passos de
ordenação por contagem para classificar esses números inteiros de d bits
de cada vez. 2 Mais precisamente, a ordenação por radix primeiro clas-
sifica os inteiros por seus d bits menos significativos, então os próximos
d bits significativos e assim, até que, na última passagem, os números
inteiros sejam classificados por seus d bits mais significativos.

2Assumimos que d divide w, caso contrário nós sempre podemos aumentar w para
ddw/de.
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Figura 11.8: Usando radixsort para ordenar inteiros de w = 8-bits usando 4 pas-
sagens da ordenação por contagem com inteiros de d = 2-bits.

radix_sort(a)
for p in 0,1,2, . . . ,wdivd− 1 do

c← new_zero_array2d

b← new_array(length(a))
for i in 0,1,2, . . . , length(a)− 1 do

bits← (a[i]� d · p)∧ (2d − 1)
c[bits]← c[bits] + 1

for i in 1,2,3, . . . ,2d − 1 do
c[i]← c[i] + c[i− 1]

for i in length(a)− 1, length(a)− 2, length(a)− 3, . . . ,0 do
bits← (a[i]� d · p)∧ (2d − 1)
c[bits]← c[bits]− 1
b[c[bits]]← a[i]

a← b

return b

(Neste código, a expressão (a[i]� d · p)∧ (2d − 1) extrai o inteiro cuja
representação binária é dado pelos bits (p + 1)d − 1, . . . ,pd de a[i].) Um
exemplo dos passos deste algoritmo é mostrado na Figura 11.8.

Este algoritmo notável classifica corretamente porque o tipo de conta-
gem é um algoritmo de classificação estável. Se x < y para dois elementos
de a, e o bit mais significativo em que x difere de y tenha índice r, então x
será colocado antes de y durante o passo br/dc e as passagens subsequen-
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tes não alterarão a ordem relativa de x e y.
Radix-sort executa w/d passos de ordenação por contagem. Cada pas-

sagem requer um tempo O(n+2d). Portanto, o desempenho da ordenação
por radix é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 11.8. Para qualquer inteiro d > 0, o método radix_sort(a,k) pode
classificar um array a contendo n inteiros de w-bits em um tempoO((w/d)(n+
2d)).

Se pensarmos, em vez disso, que os elementos do array estão no in-
tervalo {0, . . . ,nc − 1} e pegarmos d = dlogne obtemos a seguinte versão de
Teorema 11.8.

Corolário 11.1. O método radix_sort(a,k) pode classificar um array a con-
tendo n valores inteiros na faixa {0, . . . ,nc − 1} em um tempo O(cn).

11.3 Discussão e Exercícios

A classificação é o problema algorítmico fundamental na ciência da com-
putação, e tem uma longa história. Knuth [48] atribui o algoritmo de
classificação de mesclagem a von Neumann (1945). Quicksort é devido a
Hoare [39]. O algoritmo de classificação de heap original é devido a Wil-
liams [76], mas a versão apresentada aqui (em que o heap é construído de
baixo para cima em um tempo O(n)) é devido a Floyd [28]. Os limites in-
feriores para a classificação baseada em comparação parecem ser folclore.
A tabela a seguir resume o desempenho desses algoritmos baseados em
comparação:

comparações no local
Merge-sort n logn pior caso Não
Quicksort 1.38n logn +O(n) esperado Sim
Heap-sort 2n logn +O(n) pior caso Sim

Cada um desses algoritmos baseados em comparação tem suas vanta-
gens e desvantagens. Merge-sort tem o menor número de comparações
e não depende da randomização. Infelizmente, ele usa um array auxiliar
durante a fase de mesclagem. Alocar este array pode ser caro e é um ponto
potencial de falha se a memória for limitada. Quicksort é um algoritmo
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no local e é o segundo próximo em termos de número de comparações,
mas é randomizado, portanto, este tempo de execução nem sempre é ga-
rantido. Heap-sort faz o maior número de comparações, mas é no local e
determinístico.

Existe uma configuração na qual a ordenação por merge é um ven-
cedor claro; isso ocorre ao ordenar uma lista encadeada. Nesse caso, o
array auxiliar não é necessário; duas listas encadeadas ordenadas são fa-
cilmente incorporadas em uma única lista ordenada por manipulação de
ponteiro (veja Exercício 11.2).

Os algoritmos de classificação de contagem e classificação de radix
aqui descritos são devidos a Seward [66, Seção 2.4.6]. No entanto, varian-
tes de radix-sort foram utilizadas desde a década de 1920 para classificar
os cartões de perfuração usando máquinas de classificação de cartão per-
furado. Essas máquinas podem classificar uma pilha de cartões em duas
pilhas com base na existência (ou não) de um buraco em um local espe-
cífico no cartão. Repetir este processo para diferentes locais de furos dá
uma implementação de tipo radix.

Finalmente, observamos que a ordenação por contagem e a ordenação
por radix podem ser usadas para classificar outros tipos de números além
de números inteiros não negativos. Modificações diretas da ordenação
por contagem podem classificar inteiros, em qualquer intervalo {a, . . . ,b},
em O(n + b − a). Da mesma forma, a ordenação por radix pode classificar
inteiros no mesmo intervalo em um tempo O(n(logn(ba)). Finalmente, es-
ses dois algoritmos também podem ser usados para classificar números
de ponto flutuante no Formato de ponto flutuante IEEE 754. Isso ocorre
porque o formato IEEE foi projetado para permitir a comparação de dois
números de ponto flutuante comparando seus valores como se fossem in-
teiros em uma representação binária de sinal-magnitude [2].

Exercício 11.1. Ilustre a execução de merge-sort e heap-sort em um array
de entrada contendo 1,7,4,6,2,8,3,5. Dê uma amostra que ilustre uma
possível execução de quicksort no mesmo array.

Exercício 11.2. Implementar uma versão do algoritmo de classificação
por merge que ordena uma DLList sem usar um array auxiliar. (Veja Exer-
cício 3.13.)

Exercício 11.3. Algumas implementações de quick_sort(a, i,n,c) sempre
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usam a[i] como um pivô. Dê um exemplo de um array de entrada de
comprimento n no qual tal implementação executaria

(n
2
)

comparações.

Exercício 11.4. Algumas implementações de quick_sort(a, i,n,c) sempre
usam a[i + n/2] como um pivô. Forneça um exemplo de um array de en-
trada de comprimento n na qual tal implementação executaria

(n
2
)

com-
parações.

Exercício 11.5. Mostre que, para qualquer implementação de quick_sort(a, i,n,c)
que escolha um pivô de forma determinística, sem primeiro olhar para
qualquer valor em a[i], . . . ,a[i + n− 1], existe um array de entrada de com-
primento n que faz com que esta implementação realize

(n
2
)

comparações.

Exercício 11.6. Crie um Comparador, c, que você poderia passar como
um argumento para quick_sort(a, i,n,c) e isso faria que o quicksort exe-
cute

(n
2
)

comparações. (Sugestão: o seu comparador na verdade não pre-
cisa analisar os valores que estão sendo comparados).

Exercício 11.7. Analise o número esperado de comparações feitas pelo
Quicksort um pouco mais cuidadosamente do que a prova de Teorema 11.3.
Em particular, mostre que o número esperado de comparações é 2nHn −
n +Hn.

Exercício 11.8. Descreva um array de entrada que faz com que a ordena-
ção heap realize pelo menos 2n logn −O(n) comparações. Justifique sua
resposta.

Exercício 11.9. Encontre outro par de permutações de 1,2,3 que não se-
jam ordenados corretamente pela árvore de comparação em Figura 11.6.

Exercício 11.10. Prove que logn! = n logn−O(n).

Exercício 11.11. Prove que uma árvore binária com k folhas tem altura
de pelo menos logk.

Exercício 11.12. Prove que, se escolhermos uma folha aleatória de uma
árvore binária com k folhas, a altura esperada desta folha é de pelo menos
logk.

Exercício 11.13. A implementação de radix_sort(a,k) fornecida aqui fun-
ciona quando o array de entrada, a contém apenas inteiros sem sinal. Es-
creva uma versão que funcione corretamente para inteiros sinalizados.
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Capítulo 12

Grafos

Neste capítulo, estudamos duas representações de grafos e algoritmos bá-
sicos que usam essas representações.

Matematicamente, um grafo (direcionado) é um parG = (V ,A) onde V é
um conjunto de vértices e A é um conjunto de pares ordenados de vértices
chamados arestas. Uma aresta (i, j) é direcionado de i para j; i é chamado de
fonte da aresta e j é chamado de alvo. Um caminho em G é uma sequência
de vértices v0, . . . , vk tal que, para cada i ∈ {1, . . . , k}, a aresta (vi−1,vi) está
em A. Um caminho v0, . . . , vk é um ciclo se, além disso, a aresta (vk ,v0) está
em A. Um caminho (ou ciclo) é simples se todos os seus vértices forem
únicos. Se houver um caminho de algum vértice vi para algum vértice vj
então nós dizemos que vj está ao alcance de vi . Um exemplo de grafo é
mostrado em Figura 12.1.

Devido à sua capacidade de modelar tantos fenômenos, os grafos têm
um enorme número de aplicações. Existem muitos exemplos óbvios. Re-
des de computadores podem ser modeladas como grafos, com vértices
correspondendo a computadores e arestas correspondendo a links de co-
municação (direcionados) entre esses computadores. As ruas da cidade
podem ser modeladas como grafos, com vértices representando interse-
ções e bordas representando ruas que unem interseções consecutivas.

Exemplos menos óbvios ocorrem assim que percebemos que os grafos
podem modelar quaisquer relações de pares dentro de um conjunto. Por
exemplo, em um ambiente universitário, podemos ter um grafo de conflito
de horário cujos vértices representam cursos oferecidos na universidade
e nos quais a aresta (i, j) está presente se e somente se houver pelo menos
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Figura 12.1: Um grafo com doze vértices. Os vértices são desenhados como círcu-
los numerados e as arestas são desenhadas como curvas pontiagudas apontando
da origem ao destino.

um aluno que está cursando as aulas i e a classe j. Assim, uma aresta
indica que a prova da classe i não deve ser agendado ao mesmo tempo
que a prova da classe j.

Ao longo desta seção, usaremos n para denotar o número de vértices
deG e m para denotar o número de arestas deG. Ou seja, n = |V | e m = |A|.
Além disso, assumiremos que V = {0, . . . ,n − 1}. Quaisquer outros dados
que gostaríamos de associar aos elementos de V podem ser armazenados
em um array de comprimento n.

Algumas operações típicas realizadas em grafos são:

• add_edge(i, j): Adicione a aresta (i, j) a A.

• remove_edge(i, j): Remova a aresta (i, j) de A.

• has_edge(i, j): Checa se a aresta (i, j) ∈ A

• out_edges(i): Retorna uma List de todos os inteiros j tal que (i, j) ∈ A

• in_edges(i): Retorna uma List de todos os inteiros j tal que (j, i) ∈ A

Observe que essas operações não são terrivelmente difíceis de imple-
mentar com eficiência. Por exemplo, as três primeiras operações podem
ser implementadas diretamente usando um USet, para que possam ser
implementadas em tempo constante esperado usando as tabelas de hash
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discutidas no Capítulo 5. As duas últimas operações podem ser imple-
mentadas em tempo constante armazenando, para cada vértice, uma lista
de seus vértices adjacentes.

No entanto, diferentes aplicativos de grafos têm diferentes requisitos
de desempenho para essas operações e, idealmente, podemos usar a im-
plementação mais simples que satisfaça todos os requisitos do aplicativo.
Por esse motivo, discutimos duas grandes categorias de representações
gráficas.

12.1 AdjacencyMatrix: Representando um grafo por uma
matriz

Uma matriz adjacência é uma forma de representar um grafo de n vértices
G = (V ,A) por uma matriz n×n, a, cujas entradas são valores booleanos.

initialize()
a← new_boolean_matrix(n,n)

A entrada da matriz a[i][j] é definido como

a[i][j] =

true se (i, j) ∈ A
false caso contrário

A matriz de adjacência para o grafo da Figura 12.1 é mostrada em Fi-
gura 12.2.

Nesta representação, as operações add_edge(i, j), remove_edge(i, j) e
has_edge(i, j) envolvem apenas definir ou ler a entrada da matriz a[i][j]:

add_edge(i, j)
a[i][j]← true

remove_edge(i, j)
a[i][j]← false

has_edge(i, j)

249



Grafos

0 1 2 3

7654

8 9 10 11

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
5 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0
6 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
7 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
8 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
9 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0

10 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

Figura 12.2: Um grafo e sua matriz de adjacência.

return a[i][j]

Essas operações claramente levam um tempo constante por operação.
O desempenho da matriz de adjacência é insatisfatório nas operações

out_edges(i) e in_edges(i). Para implementá-los, devemos examinar todas
as entradas n na linha ou coluna correspondente de a e reunir todos os
índices, j, onde a[i][j], respectivamente a[j][i], é verdade. Essas operações
claramente levam tempo por operação O(n).

Outra desvantagem da representação da matriz de adjacência é que
ela é grande. Ele armazena uma matriz booleana n×n, então requer pelo
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menos n2 bits de memória. A implementação aqui usa uma matriz de
valores booleanos, então ela realmente usa na ordem de n2 bytes de me-
mória. Uma implementação mais cuidadosa, que empacote w valores bo-
oleanos em cada palavra de memória, poderia reduzir esse uso de espaço
para O(n2/w) palavras de memória.

Teorema 12.1. A estrutura de dados AdjacencyMatrix implementa a interface
Graph. Uma AdjacencyMatrix suporta as operações

• add_edge(i, j), remove_edge(i, j), e has_edge(i, j) em tempo constante
por operação; e

• in_edges(i), e out_edges(i) em um tempo O(n) por operação.

O espaço usado por uma AdjacencyMatrix é O(n2).

Apesar de seus altos requisitos de memória e baixo desempenho das
operações in_edges(i) e out_edges(i), uma AdjacencyMatrix ainda pode
ser útil para alguns aplicativos. Em particular, quando o grafo G é denso,
ou seja, tem quase n2 arestas, então um uso de memória de n2 pode ser
aceitável.

A estrutura de dados AdjacencyMatrix também é comumente usada
porque as operações algébricas na matriz a podem ser usadas para calcu-
lar com eficiência as propriedades do grafo G. Este é um tópico para um
curso de algoritmos, mas apontamos uma dessas propriedades aqui: se
tratarmos as entradas de a como inteiros (1 para verdadeiro e 0 para falso)
e multiplicarmos a por si mesmo usando a matriz multiplicação então ob-
temos a matriz a2. Lembre-se, a partir da definição de multiplicação de
matrizes, que

a⊕ 2[i][j] =
n−1∑
k=0

a[i][k] · a[k][j] .

Interpretando essa soma em termos do grafo G, essa fórmula conta o nú-
mero de vértices, k, de forma que G contenha ambas as arestas (i,k) e (k, j).
Ou seja, ele conta o número de caminhos de i a j (por meio dos vértices
intermediários, k) cujo comprimento é exatamente dois. Essa observação
é a base de um algoritmo que calcula os caminhos mais curtos entre to-
dos os pares de vértices em G usando apenas O(logn) multiplicações de
matriz.
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12.2 AdjacencyLists: Um grafo como uma coleção de
listas

As representações com listas de adjacências de grafos têm uma abordagem
mais centrada no vértice. Existem muitas implementações possíveis de
listas de adjacência. Nesta seção, apresentamos uma simples. No final
da seção, discutimos diferentes possibilidades. Em uma representação de
lista de adjacência, o grafo G = (V ,A) é representado como um array, adj,
de listas. A lista adj[i] contém uma lista de todos os vértices adjacentes ao
vértice i. Ou seja, ele contém todos os índices j tais que (i, j) ∈ A.

initialize()
adj← new_array(n)
for i in 0,1,2, . . . ,n− 1 do

adj[i]← ArrayStack()

(Um exemplo é mostrado em Figura 12.3.) Nesta implementação par-
ticular, representamos cada lista em adj como ArrayStack, porque gosta-
ríamos de acesso de tempo constante por posição. Outras opções também
são possíveis. Especificamente, poderíamos ter implementado adj como
uma DLList.

A operação add_edge(i, j) apenas acrescenta o valor j à lista adj[i]:

add_edge(i, j)
adj[i].append(j)

Isso leva um tempo constante.
A operação remove_edge(i, j) pesquisa a lista adj[i] até encontrar j e

depois a remove:

remove_edge(i, j)
for k in 0,1,2, . . . , length(adj[i])− 1 do

if adj[i].get(k) = j then
adj[i].remove(k)
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Figura 12.3: Um grafo e suas listas adjacentes
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return

Isso leva um tempoO(deg(i)), onde deg(i) (o grau de i) conta o número
de arestas em A que têm i como fonte.

A operação has_edge(i, j) é semelhante; ela pesquisa na lista adj[i] até
encontrar j (e retorna verdadeiro), ou chega ao final da lista (e retorna
falso):

has_edge(i, j)
for k in adj[i] do

if k = j then
return true

return false

Isso também leva tempo O(deg(i)).
A operação out_edges(i) é muito simples; retorna a lista adj[i] :

out_edges(i)
return adj[i]

A operação in_edges(i) é muito mais trabalhosa. Ele examina cada vér-
tice j verificando se a aresta (i, j) existe e, em caso afirmativo, adicionando
j à lista de saída:

in_edges(i)
out← ArrayStack()
for j in 0,1,2, . . . ,n− 1 do

if has_edge(j, i) then out.append(j)
return out

Esta operação é muito lenta. Ele faz a varredura da lista de adjacências
de cada vértice, portanto, leva tempo O(n + m).

O teorema a seguir resume o desempenho da estrutura de dados acima:
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Teorema 12.2. A estrutura de dados AdjacencyLists implementa a interface
Graph. Uma AdjacencyLists suporta as operações

• add_edge(i, j) em tempo constante por operação;

• remove_edge(i, j) e has_edge(i, j) em tempo O(deg(i)) por operação;

• in_edges(i) em tempo O(n + m) por operação.

O espaço usado por uma AdjacencyLists é O(n + m).

Conforme mencionado anteriormente, existem muitas opções diferen-
tes a serem feitas ao implementar um grafo como uma lista de adjacên-
cias. Algumas perguntas que surgem incluem:

• Que tipo de coleção deve ser usado para armazenar cada elemento
de adj? Pode-se usar uma lista baseada em array, uma lista encade-
ada ou até mesmo uma tabela de hash.

• Deve haver uma segunda lista de adjacência, inadj, que armazena,
para cada i, a lista de vértices, j, tal que (j, i) ∈ A? Isso pode reduzir
bastante o tempo de execução da operação in_edges(i), mas requer
um pouco mais de trabalho ao adicionar ou remover arestas.

• A entrada para a aresta (i, j) em adj[i] deve ser encadeada por uma
referência à entrada correspondente em inadj[j]?

• As arestas devem ser objetos de primeira classe com seus próprios
dados associados? Desta forma, adj conteria listas de arestas em vez
de listas de vértices (inteiros).

A maioria dessas questões se resume a uma troca entre complexidade (e
espaço) de implementação e recursos de desempenho da implementação.

12.3 Percurso em Grafos

Nesta seção, apresentamos dois algoritmos para explorar um grafo, come-
çando em um de seus vértices, i, e encontrando todos os vértices que são
acessíveis a partir de i. Ambos os algoritmos são mais adequados para
grafos representados usando uma representação de lista de adjacência.
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Portanto, ao analisar esses algoritmos, assumiremos que a representação
subjacente é uma AdjacencyLists.

12.3.1 Busca em Largura

O algoritmo busca em largura começa em um vértice i e visita, primeiro os
vizinhos de i, depois os vizinhos dos vizinhos de i, então os vizinhos dos
vizinhos dos vizinhos de i e assim por diante.

Este algoritmo é uma generalização do algoritmo de percurso em lar-
gura para árvores binárias (Seção 6.1.2) e é muito semelhante; ele usa
uma fila, q, que inicialmente contém apenas i. Em seguida, extrai repeti-
damente um elemento de q e adiciona seus vizinhos a q, desde que esses
vizinhos nunca tenham estado em q antes. A única grande diferença entre
o algoritmo de busca por largura para grafos e o algoritmo para árvores é
que o algoritmo para grafos deve garantir que não adiciona o mesmo vér-
tice a q mais de uma vez. Ele faz isso usando um array booleano auxiliar,
seen, que rastreia quais vértices já foram descobertos.

bfs(g,r)
seen← new_boolean_array(n)
q← SLList()
q.add(r)
seen[r]← true
while q.size() > 0 do

i← q.remove()
for j in g.out_edges(i) do

if seen[j] = false then
q.add(j)
seen[j]← true

Um exemplo de execução de bfs(g,0) no grafo de Figura 12.1 é mos-
trado em Figura 12.4. Diferentes execuções são possíveis, dependendo da
ordem das listas de adjacência; Figura 12.4 usa as listas de adjacência em
Figura 12.3.

Analisar o tempo de execução da rotina bfs(g, i) é bastante simples. O
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Figura 12.4: Um exemplo de pesquisa em amplitude começando no nó 0. Os nós
são rotulados com a ordem em que são adicionados a q. As arestas que resultam
na adição de nós a q são desenhadas em preto, outras arestas são desenhadas em
cinza.

uso do array seen garante que nenhum vértice seja adicionado a q mais
de uma vez. Adicionar (e posteriormente remover) cada vértice de q leva
um tempo constante por vértice para um total de O(n) tempo. Uma vez
que cada vértice é processado pelo laço interno no máximo uma vez, cada
lista de adjacência é processada no máximo uma vez, então cada aresta de
G é processada no máximo uma vez. Esse processamento, que é feito no
loop interno, leva um tempo constante por iteração, para um tempo total
de O(m). Portanto, todo o algoritmo é executado em tempo O(n + m).

O teorema a seguir resume o desempenho do algoritmo bfs(g,r).

Teorema 12.3. Quando dado como entrada um Grafo, g, que é implementado
usando a estrutura de dados AdjacencyLists, o algoritmo bfs(g,r) é executado
em tempo O(n + m).

Uma travessia em largura tem algumas propriedades muito especiais.
Chamar bfs(g,r) eventualmente enfileirará (e eventualmente removerá da
fila) cada vértice j de forma que haja um caminho direcionado de r para
j. Além disso, os vértices na distância 0 de r (o próprio r) entrarão q antes
dos vértices na distância 1, que entrarão q antes dos vértices na distância
2, e assim por diante. Assim, o método bfs(g,r) visita vértices em ordem
crescente de distância de r e vértices que não podem ser alcançados a
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partir de r nunca são visitados.
Uma aplicação particularmente útil do algoritmo de busca por largura

é, portanto, na computação de caminhos mais curtos. Para calcular o ca-
minho mais curto de r para todos os outros vértices, usamos uma variante
de bfs(g,r) que usa uma matriz auxiliar, p, de comprimento n. Quando
um novo vértice j é adicionado a q, definimos p[j]← i. Desta forma, p[j]
se torna o penúltimo nó em um caminho mais curto de r a j. Repetindo
isso, tomando p[p[j], p[p[p[j]]], e assim por diante, podemos reconstruir o
(reverso de) um caminho mais curto de r para j.

12.3.2 Pesquisa em profundidade

O algoritmo Pesquisa em profundidade é semelhante ao algoritmo padrão
para percorrer árvores binárias; ele primeiro explora completamente uma
subárvore antes de retornar ao nó atual e, em seguida, explorar a outra
subárvore. Outra maneira de pensar na pesquisa em profundidade é dizer
que ela é semelhante à pesquisa em largura, exceto que usa uma pilha em
vez de uma fila.

Durante a execução do algoritmo de pesquisa em profundidade, cada
vértice, i, recebe uma cor, c[i]: branco se nunca vimos o vértice antes, cinza
se estivermos atualmente visitando aquele vértice, e preto se terminarmos
de visitar aquele vértice. A maneira mais fácil de pensar na pesquisa em
profundidade é como um algoritmo recursivo. Ele começa visitando r.
Ao visitar um vértice i, primeiro marcamos i como cinza. Em seguida,
varremos a lista de adjacências de i e visitamos recursivamente qualquer
vértice branco que encontrarmos nesta lista. Finalmente, terminamos o
processamento i, então colorimos i de preto e retornamos.

dfs(g,r)
c← new_array(g.n)
dfs(g,r,c)

dfs(g, i,c)
c[i]← grey

for j in g.out_edges(i) do
if c[j] = white then
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Figura 12.5: Um exemplo de pesquisa em profundidade começando no nó 0. Os
nós são rotulados com a ordem em que são processados. As arestas que resultam
em uma chamada recursiva são desenhadas em preto, outras arestas são desenha-
das em cinza.

c[j]← grey

dfs(g, j,c)
c[i]← black

Um exemplo da execução deste algoritmo é mostrado em Figura 12.5.
Embora a pesquisa em profundidade possa ser melhor considerada

um algoritmo recursivo, a recursão não é a melhor maneira de implementá-
la. Na verdade, o código fornecido acima falhará para muitos grafos gran-
des, causando um estouro de pilha. Uma implementação alternativa é
substituir a pilha de recursão por uma pilha explícita, s. A implementa-
ção a seguir faz exatamente isso:

dfs2(g,r)
c← new_array(g.n)
s← SLList()
s.push(r)
while s.size() > 0 do

i← s.pop()
if c[i] = white then
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c[i]← grey

for j in g.out_edges(i) do
s.push(j)

No código anterior, quando o próximo vértice, i, é processado, i é co-
lorido cinza e então substituído, na pilha, por seus vértices adjacentes.
Durante a próxima iteração, um desses vértices será visitado.

Não surpreendentemente, os tempos de execução de dfs(g,r) e dfs2(g,r)
são iguais aos de bfs(g,r):

Teorema 12.4. Quando dado como entrada um Grafo, g, que é implementado
usando a estrutura de dados AdjacencyLists, os algoritmos dfs(g,r) e dfs2(g,r)
são executados em tempo O(n + m).

Tal como acontece com o algoritmo de pesquisa em largura, há uma
árvore subjacente associada a cada execução da pesquisa em profundi-
dade. Quando um nó i , r vai de branco para cinza, isso ocorre porque
dfs(g, i,c) foi chamado recursivamente durante o processamento de algum
nó i′ . (No caso do dfs2(g,r) algoritmo, i é um dos nós que substituiu i′ na
pilha.) Se pensarmos em i′ como o pai de i, então obtemos uma árvore
enraizada em r. Em Figura 12.5, esta árvore é um caminho do vértice 0 ao
vértice 11.

Uma propriedade importante do algoritmo de pesquisa em profundi-
dade é a seguinte: Suponha que quando o nó i é colorido cinza, existe um
caminho de i para algum outro nó j que usa apenas vértices brancos. En-
tão j será colorido primeiro cinza depois preto antes de i ser colorido preto.
(Isso pode ser provado por contradição, considerando qualquer caminho
P de i a j.)

Uma das aplicações desta propriedade é a detecção de ciclos. Consulte
a Figura 12.6. Considere algum ciclo, C, que pode ser alcançado a partir
de r. Seja i o primeiro nó de C colorido cinza e seja j o nó que precede i
no ciclo C. Então, pela propriedade acima, j será colorido cinza e a aresta
(j, i) será considerada pelo algoritmo enquanto i ainda é cinza. Assim, o
algoritmo pode concluir que existe um caminho, P , de i a j na árvore de
pesquisa em profundidade e a aresta (j, i) existe. Portanto, P também é
um ciclo.

260



ij
C

P

Figura 12.6: O algoritmo de pesquisa em profundidade pode ser usado para de-
tectar ciclos em G. O nó j é colorido cinza enquanto i ainda é cinza. Isso implica
que há um caminho, P , de i para j na árvore de pesquisa em profundidade, e a
aresta (j, i) implica que P também é um ciclo.

12.4 Discussão e Exercícios

Os tempos de execução dos algoritmos de pesquisa em profundidade e
em largura primeiro são um tanto exagerados pelos Teoremas 12.3 e 12.4.
Defina nr como o número de vértices, i, de G, para os quais existe um
caminho de r para i. Defina mr como o número de arestas que têm esses
vértices como suas fontes. Então, o teorema a seguir é uma declaração
mais precisa dos tempos de execução dos algoritmos de pesquisa em lar-
gura e em profundidade. (Esta declaração mais refinada do tempo de
execução é útil em algumas das aplicações desses algoritmos descritos
nos exercícios.)

Teorema 12.5. Quando fornecido como entrada um Grafo, g, que é imple-
mentado usando a estrutura de dados AdjacencyLists, e algoritmos bfs(g,r),
dfs(g,r) e dfs2(g,r), cada um executado em tempo O(nr + mr).

A pesquisa em largura parece ter sido descoberta independentemente
por Moore [52] e Lee [49] nos contextos de exploração de labirinto e rote-
amento de circuito, respectivamente.

As representações de listas de adjacências de grafos foram apresenta-
das por Hopcroft e Tarjan [40] como uma alternativa à (então mais co-
mum) representação de matriz de adjacências. Essa representação, bem
como a pesquisa em profundidade, desempenhou um papel importante
no famoso algoritmo de teste de planaridade Hopcroft-Tarjan que pode
determinar, em um tempo O(n), se um grafo pode ser desenhado, no
plano, e de forma que nenhum par de arestas se cruze [41].
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Figura 12.7: Um exemplo de grafo.

Nos exercícios a seguir, um grafo não direcionado é aquele em que,
para cada i e j, a aresta (i, j) está presente se e somente se a aresta (j, i) está
presente.

Exercício 12.1. Desenhe uma representação de lista de adjacência e uma
representação de matriz de adjacência do grafo em Figura 12.7.

Exercício 12.2. A representação matriz de incidência de um grafo, G, é
uma n×m, A, onde

Ai,j =


−1 se o vértice i é a origem da aresta j
+1 se o vértice i é o alvo da aresta j
0 caso contrário.

1. Desenhe a representação da matriz de incidentes do grafo na Fi-
gura 12.7.

2. Projetar, analisar e implementar uma representação de matriz de in-
cidência de um grafo. Certifique-se de analisar o espaço, o custo de
add_edge(i, j), remove_edge(i, j), has_edge(i, j), in_edges(i), e out_edges(i).

Exercício 12.3. Ilustre uma execução de bfs(G,0) e dfs(G,0) no grafo, G,
in Figura 12.7.

Exercício 12.4. Seja G um grafo não direcionado. Dizemos que G é conec-
tado se, para cada par de vértices i e j em G, há um caminho de i para j
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(uma vez que G é não direcionado, há também um caminho de j para i).
Mostre como testar se G está conectado em um tempo O(n + m).

Exercício 12.5. Seja G um grafo não direcionado. Uma etiquetagem de
componente conectado deG divide os vértices deG em conjuntos máximos,
cada um dos quais forma um subgrafo conectado. Mostre como calcular a
etiquetagem de um componente conectado de G em um tempo O(n + m).

Exercício 12.6. Seja G um grafo não direcionado. Uma floresta extensa
de G é uma coleção de árvores, uma por componente, cujas arestas são
arestas de G e cujos vértices contêm todos os vértices de G. Mostre como
calcular uma floresta extensa de G em tempo O(n + m).

Exercício 12.7. Dizemos que um grafo G é fortemente conectado se, para
cada par de vértices i e j em G, houver um caminho de i para j. Mostre
como testar se G está fortemente conectado em um tempo O(n + m).

Exercício 12.8. Dado um grafo G = (V ,A) e algum vértice especial r ∈ V ,
mostre como calcular o comprimento do caminho mais curto de r a i para
cada vértice i ∈ V .

Exercício 12.9. Dê um exemplo (simples) em que o código dfs(g,r) visita
os nós de um grafo em uma ordem diferente daquela do código dfs2(g,r).
Escreva uma versão de dfs2(g,r) que sempre visita os nós exatamente na
mesma ordem que dfs(g,r). (Dica: basta começar a rastrear a execução de
cada algoritmo em algum grafo onde r é a origem de mais de 1 aresta.)

Exercício 12.10. Um sumidouro universal em um grafo G é um vértice
que é o alvo de n − 1 arestas e a fonte de nenhuma aresta.1 Projete e
implemente um algoritmo que testa se um grafo G, representado como
AdjacencyMatrix, tem um sumidouro universal. Seu algoritmo deve ser
executado em tempo O(n).

1Um sumidouro universal, v, também é às vezes chamado de celebridade: todos na sala
reconhecem v, mas v não reconhece ninguém na sala.
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Capítulo 13

Estruturas de Dados para Inteiros

Neste capítulo, voltamos ao problema de implementar um SSet. A dife-
rença agora é que assumimos que os elementos armazenados no SSet são
inteiros com w-bits. Ou seja, queremos implementar add(x), remove(x),
e find(x) onde x ∈ {0, . . . ,2w − 1}. Não é muito difícil pensar em muitas
aplicações em que os dados — ou pelo menos a chave que usamos para
classificar os dados — é um número inteiro.

Discutiremos três estruturas de dados, cada uma com base nas idéias
da anterior. A primeira estrutura, a BinaryTrie executa todas as três ope-
rações de um SSet em um tempo O(w). Isso não é muito impressionante,
pois qualquer subconjunto de {0, . . . ,2w − 1} tem o tamanho n ≤ 2w, para
que logn ≤ w. Todas as outras implementações de SSet discutidas neste
livro realizam todas as operações em um tempo O(logn), para que sejam
todas pelo menos tão rápidas quanto uma BinaryTrie.

A segunda estrutura, a XFastTrie, acelera a pesquisa em uma Binary-
Trie usando hashing. Com esse aumento de velocidade, a operação find(x)
é executada em um tempo O(logw). No entanto, as operações add(x)
e remove(x) em uma XFastTrie ainda levam um tempo O(w) e o espaço
usado por uma XFastTrie é O(n ·w).

A terceira estrutura de dados, YFastTrie, usa uma XFastTrie para ar-
mazenar apenas uma amostra de aproximadamente um de cada w ele-
mentos e armazena os elementos restantes em uma estrutura SSet pa-
drão. Este truque reduz o tempo de execução de add(x) e remove(x) para
O(logw) e diminui o espaço para O(n).

As implementações usadas como exemplos neste capítulo podem ar-
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

Figura 13.1: Os inteiros armazenados em uma trie binária são codificados como
caminhos da raiz para a folha.

mazenar qualquer tipo de dados, desde que um inteiro possa ser associ-
ado a eles. Nos exemplos de código, a variável ix é sempre o valor inteiro
associado a x, e o método IntValue(x) converte x em seu inteiro associ-
ado. No texto, entretanto, iremos simplesmente tratar x como se fosse um
inteiro.

13.1 BinaryTrie: Uma árvore de busca digital

Uma BinaryTrie codifica um conjunto de inteiros de w bits em uma árvore
binária. Todas as folhas da árvore têm profundidade w e cada número
inteiro é codificado como um caminho da raiz para a folha. O caminho
para o inteiro x vira à esquerda no nível i se o iésimo bit mais significativo
de x é um 0 e vira à direita se for 1. Figura 13.1 mostra um exemplo para o
caso w = 4, no qual a trie armazena os inteiros 3(0011), 9(1001), 12(1100)
e 13(1101).

Como o caminho de pesquisa para um valor x depende dos bits de x,
será útil nomear os filhos de um nó, u, u.child[0] (left) e u.child[1] (right).
Essas referências para os filhos na verdade servirão para dupla função.
Como as folhas em uma trie binária não têm filhos, as referências são
usadas para amarrar as folhas em uma lista duplamente encadeada. Para
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

Figura 13.2: Uma BinaryTrie com ponteiros jump mostrados como arestas trace-
jadas curvas.

uma folha na trie binária u.child[0] (prev) é o nó que vem antes de u na lista
e u.child[1] (next) é o nó que segue u na lista. Um nó especial, dummy, é
usado antes do primeiro nó e depois do último nó da lista (ver Seção 3.2).

Cada nó, u, também contém um ponteiro adicional u.jump. Se o filho
esquerdo de u estiver faltando, então u.jump aponta para a menor folha na
subárvore de u. Se o filho direito de u estiver faltando, u.jump aponta para
a maior folha na subárvore de u. Um exemplo de BinaryTrie, mostrando
ponteiros jump e a lista duplamente encadeada nas folhas, é mostrado na
Figura 13.2.

A operação find(x) em uma BinaryTrie é bastante simples. Tentamos
seguir o caminho de pesquisa de x na trie. Se chegarmos a uma folha,
encontramos x. Se chegarmos a um nó u onde não podemos prosseguir
(porque u está faltando um filho), seguimos u.jump, que nos leva à menor
folha maior que x ou à maior folha menor que x. Qual desses dois casos
ocorre depende se em u está faltando seu filho esquerdo ou direito, res-
pectivamente. No primeiro caso (em u está faltando seu filho esquerdo),
encontramos o nó que desejamos. No último caso (em u está faltando
seu filho direito), podemos usar a lista encadeada para chegar ao nó que
desejamos. Cada um desses casos é ilustrado em Figura 13.3.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

find(5) find(8)

Figura 13.3: Os caminhos seguidos por find(5) e find(8).

find(x)
ix← int_value(x)
u← r

i← 0
while i < w do

c← (ix� w− i− 1)∧ 1
if u.child[c] = nil then break
u← u.child[c]
i← i + 1

if i = w then return u.x # found it
u← [u.jump,u.jump.next][c]
if u = dummy then return nil
return u.x

O tempo de execução do método find(x) é dominado pelo tempo que
leva para seguir um caminho da raiz para a folha, então ele é executado
em tempo O(w).

A operação add(x) em uma BinaryTrie também é bastante simples,
mas tem muito trabalho a fazer:

1. Ele segue o caminho de busca por x até chegar a um nó u onde não
pode mais prosseguir.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

Figura 13.4: Adicionando os valores 2 e 15 à BinaryTrie na Figura 13.2.

2. Ele cria o restante do caminho de pesquisa de u para uma folha que
contém x.

3. Ele adiciona o nó, u′ , contendo x à lista encadeada de folhas (tem
acesso ao predecessor, pred, de u′ na lista encadeada do ponteiro
jump do último nó, u, encontrado durante a etapa 1.)

4. Ele caminha de volta no caminho de pesquisa para x, ajustando os
ponteiros jump nos nós cujo ponteiro de jump deve agora apontar
para x.

Uma adição é ilustrada na Figura 13.4.

add(x)
ix← int_value(x)
u← r

# 1 - search for ix until falling out of the tree
i← 0
while i < w do

c← (ix� w− i− 1)∧ 1
if u.child[c] = nil then break
u← u.child[c]
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i← i + 1
if i = w then return false # already contains x - abort
pred← [u.jump.prev,u.jump][c]
u.jump← nil # u will soon have two children
# 2 - add the path to ix
while i < w do

c← (ix� w− i− 1)∧ 1
u.child[c]← new_node()
u.child[c].parent← u

u← u.child[c]
i← i + 1

u.x← x

# 3 - add u to the linked list
u.prev← pred

u.next← pred.next
u.prev.next← u

u.next.prev← u

# 4 - walk back up, updating jump pointers
v← u.parent
while v , nil do

if (v.left = nil
and (v.jump = nil or int_value(v.jump.x) > ix))

or (v.right = nil
and (v.jump = nil or int_value(v.jump.x) < ix))

v.jump← u

v← v.parent
n← n + 1
return true

Este método executa uma caminhada pelo caminho de pesquisa de
x e uma caminhada de volta para cima. Cada etapa dessas caminhadas
leva um tempo constante, portanto o método add(x) é executado em um
tempo O(w).

A operação remove(x) desfaz o trabalho de add(x). Como add(x), ele
tem muito trabalho a fazer:
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0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 11??

000? 001? 010? 011? 101? 110? 111?

10??

9

100?

Figura 13.5: Removendo o valor 9 da BinaryTrie na Figura 13.2.

1. Segue o caminho de busca por x até chegar à folha, u, que contém x.

2. Ele remove u da lista duplamente encadeada.

3. Ele exclui u e, em seguida, retorna ao caminho de pesquisa de x
excluindo nós até chegar a um nó v que tem um filho que não está
no caminho de pesquisa de x.

4. Ele sobe de v para a raiz, atualizando quaisquer ponteiros jump que
apontam para u.

Uma remoção é ilustrada na Figura 13.5.

remove(x)
ix← int_value(x)
u← r

# 1 - find leaf, u, that contains x
i← 0
while i < w do

c← (ix� w− i− 1)∧ 1
if u.child[c] = nil then return false
u← u.child[c]
i← i + 1
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# 2 - remove u from linked list
u.prev.next← u.next
u.next.prev← u.prev
v← u

# 3 - delete nodes on path to u
for i in w− 1,w− 2,w− 3, . . . ,0 do

c← (ix� w− i− 1)∧ 1
v← v.parent
v.child[c]← nil

if v.child[1− c] , nil then break
# 4 - update jump pointers
pred← u.prev
succ← u.next
v.jump← [pred, succ][v.left = nil]
v← v.parent
while v , nil do

if v.jump = u then
v.jump← [pred, succ][v.left = nil]

v← v.parent
n← n− 1
return true

Teorema 13.1. Uma BinaryTrie implementa a interface SSet para inteiros de
w-bits. Uma BinaryTrie suporta as operações add(x), remove(x) e find(x)
em um tempo O(w) por operação. O espaço usado por uma BinaryTrie que
armazena n valores é O(n ·w).

13.2 XFastTrie: Pesquisando em tempo duplamente
logarítmico

O desempenho da estrutura BinaryTrie não é muito impressionante. O
número de elementos, n, armazenados na estrutura é no máximo 2w,
então logn ≤ w. Em outras palavras, qualquer uma das estruturas SSet
baseadas em comparação descritas em outras partes deste livro são pelo
menos tão eficientes quanto BinaryTrie e não estão restritas a armazenar
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apenas inteiros.
Em seguida, descrevemos a XFastTrie, que é apenas uma BinaryTrie

com w + 1 tabelas hash — uma para cada nível do teste. Essas tabelas
hash são usadas para acelerar a operação find(x) para um tempoO(logw).
Lembre-se de que a operação find(x) em uma BinaryTrie está quase com-
pleta quando alcançamos um nó, u, onde o caminho de pesquisa para x
gostaria de prosseguir para u.right (ou u.left) mas u não tem filho direito
(respectivamente, esquerdo). Neste ponto, a pesquisa usa u.jump para
pular para uma folha, v, da BinaryTrie e retornar v ou seu sucessor na
lista encadeada de folhas. Uma XFastTrie acelera o processo de pesquisa
usando a pesquisa binária nos níveis da trie para localizar o nó u.

Para usar a pesquisa binária, precisamos determinar se o nó u que
estamos procurando está acima de um determinado nível, i, ou se u está
no nível ou abaixo do i. Esta informação é fornecida pelos bits i de ordem
mais alta na representação binária de x; esses bits determinam o caminho
de pesquisa que x leva da raiz ao nível i. Para um exemplo, consulte
Figura 13.6; nesta figura, o último nó, u, no caminho de pesquisa para
14 (cuja representação binária é 1110) é o nó rotulado 11?? no nível 2
porque não há nenhum nó rotulado 111? no nível 3. Portanto, podemos
rotular cada nó no nível i com um número inteiro de i bits. Então, o nó
u que estamos procurando estaria no nível i ou abaixo se e somente se
houvesse um nó no nível i cujo rótulo corresponda aos bits i de ordem
mais alta de x.

Em uma XFastTrie, armazenamos, para cada i ∈ {0, . . . ,w}, todos os nós
no nível i em um USet, t[i], que é implementado como uma tabela hash
(Capítulo 5). Usar este USet nos permite verificar em tempo esperado
constante se há um nó no nível i cujo rótulo corresponde aos bits i de
ordem mais alta de x. Na verdade, podemos até encontrar este nó usando
t[i].find(x� (w− i))

As tabelas de hash t[0], . . . , t[w] nos permitem usar a pesquisa binária
para encontrar u. Inicialmente, sabemos que u está em algum nível i com
0 ≤ i < w + 1. Portanto, inicializamos ` = 0 e h = w + 1 e repetidamente
olhamos para a tabela hash t[i], onde i = b(` + h)/2c. Se t[i] contém um nó
cujo rótulo corresponde aos bits i de ordem superior de x, então definimos
` ← i (u está no nível ou abaixo de i); caso contrário, definimos h← i (u
está acima do nível i). Este processo termina quando h−` ≤ 1, caso em que
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

0

1

2

3

4

1

1

1

Figura 13.6: Como não há nenhum nó rotulado como 111?, o caminho de pes-
quisa para 14 (1110) termina no nó rotulado 11??.

determinamos que u está no nível `. Em seguida, completamos a operação
find(x) usando u.jump e a lista duplamente encadeada de folhas.

find(x)
ix← int_value(x)
`,h← 0,w + 1
u← r

q← new_node()
while h− ` > 1 do

i← (` + h)/2
q.pref ix← ix� w− i
v← t[i].find(q)
if v = nil then

h← i

else
u← v

`← i

if ` = w then return u.x
c← ix� (w− ` − 1)∧ 1
pred← [u.jump.prev,u.jump][c]
if pred.next = nil then return nil
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return pred.next.x

Cada iteração do loop while no método acima diminui h− ` por apro-
ximadamente um fator de dois, então este loop encontra u após O(logw)
iterações. Cada iteração executa uma quantidade constante de trabalho
e uma operação find(x) em um USet, que leva um tempo esperado cons-
tante. O trabalho restante leva apenas um tempo constante, portanto o
método find(x) em uma XFastTrie leva apenas um tempo esperado de
O(logw).

Os métodos add(x) e remove(x) para uma XFastTrie são quase idênti-
cos aos mesmos métodos em uma BinaryTrie. As únicas modificações são
para gerenciar as tabelas hash t[0],. . . ,t[w]. Durante a operação add(x),
quando um novo nó é criado no nível i, este nó é adicionado a t[i]. Du-
rante uma operação remove(x), quando um nó é removido do nível i, este
nó é removido de t[i]. Como adicionar e remover de uma tabela hash leva
um tempo esperado constante, isso não aumenta os tempos de execução
de add(x) e remove(x) por mais de um fator constante. Omitimos uma lis-
tagem de código para add(x) e remove(x), pois o código é quase idêntico à
(longa) listagem de código já fornecida para os mesmos métodos em uma
BinaryTrie.

O teorema a seguir resume o desempenho de uma XFastTrie:

Teorema 13.2. Uma XFastTrie implementa a interface SSet para inteiros com
w-bits. Uma XFastTrie suporta as operações

• add(x) e remove(x) em tempo esperado de O(w) por operação e

• find(x) em tempo esperado de O(logw) por operação.

O espaço usado por uma XFastTrie que armazena n valores é O(n ·w).

13.3 YFastTrie: Um SSet de tempo duplamente logarítmico

A XFastTrie é uma grande – até exponencial – melhoria em relação à
BinaryTrie em termos de tempo de consulta, mas as operações add(x) e
remove(x) ainda não são terrivelmente rápidas. Além disso, o uso de es-
paço, O(n ·w), é maior do que as outras implementações de SSet descritas
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neste livro, que usam O(n) espaço. Esses dois problemas estão relacio-
nados; se n add(x) operações constroem uma estrutura de tamanho n ·w,
então a operação add(x) requer pelo menos na ordem de w tempo (e es-
paço ) por operação.

A YFastTrie, discutida a seguir, melhora simultaneamente o espaço
e a velocidade das XFastTries. Uma YFastTrie usa uma XFastTrie, xft,
mas armazena apenas O(n/w) valores em xft. Desta forma, o espaço total
usado por xft é apenas O(n). Além disso, apenas uma de cada w add(x)
ou remove(x) operações em YFastTrie resulta em uma operação add(x) ou
remove(x) em xft . Fazendo isso, o custo médio incorrido por chamadas
para xft operações add(x) e remove(x) é apenas constante.

A pergunta óbvia é: Se xft armazena apenas n/w elementos, para onde
vão os n(1−1/w) elementos restantes? Esses elementos se movem para es-
truturas secundárias, neste caso, uma versão estendida de treaps(Seção 7.2).
Existem aproximadamente n/w dessas estruturas secundárias, portanto,
em média, cada uma delas armazena O(w) itens. Treaps suportam opera-
ções de SSet em tempo logarítmico, então as operações nesses treaps serão
executadas em tempo O(logw), conforme necessário.

Mais concretamente, uma YFastTrie contém uma XFastTrie, xft, que
contém uma amostra aleatória dos dados, onde cada elemento aparece na
amostra independentemente com probabilidade 1/w. Por conveniência, o
valor 2w − 1, está sempre contido em xft. Faça x0 < x1 < · · · < xk−1 denotar
os elementos armazenados em xft. Associado a cada elemento, xi , está um
treap, ti , que armazena todos os valores no intervalo xi−1 + 1, . . . ,xi . Isso é
ilustrado em Figura 13.7.

A operação find(x) em uma YFastTrie é bastante fácil. Procuramos por
x em xft e encontramos algum valor xi associado ao treap ti . Em seguida,
usamos o método da treap find(x) em ti para responder à consulta. Todo
o método é de uma linha:

find(x)
return xft.find(Pair(int_value(x)))[1].find(x)

A primeira operação find(x) (em xft) leva um tempo O(logw). A se-
gunda operação find(x) (em uma treap) leva um tempo O(logr), onde r
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

0,1,3 4,5,8,9 10,11,13

Figura 13.7: Uma YFastTrie contendo os valores 0, 1, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 11, e 13.

é o tamanho da treap. Posteriormente nesta seção, mostraremos que o
tamanho esperado da treap é O(w), de modo que esta operação leva um
tempo O(logw).1

Adicionar um elemento a uma YFastTrie também é bastante simples
— na maioria das vezes. O método add(x) chama xft.find(x) para localizar
a treap, t, na qual x deve ser inserido. Em seguida, chama t.add(x) para
adicionar x a t. Nesse ponto, ele lança uma moeda tendenciosa que sai
cara com probabilidade 1/w e coroa com probabilidade 1 − 1/w. Se esta
moeda der cara, então x será adicionado a xft.

É aqui que as coisas ficam um pouco mais complicadas. Quando x
é adicionado à xft, a treap t precisa ser dividida em duas treaps, t1 e t′ .
A treap t1 contém todos os valores menores ou iguais a x; t′ é a treap
original, t, com os elementos de t1 removidos. Feito isso, adicionamos o
par (x, t1) a xft. A Figura 13.8 mostra um exemplo.

add(x)
ix← int_value(x)

1Esta é uma aplicação da Desigualdade de Jensen: Se E[r] = w, então E[logr] ≤ logw.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

0,1,2,3 4,5,8,9 10,11,134,5,6 8,9

Figura 13.8: Adicionando os valores 2 e 6 a uma YFastTrie. O sorteio de 6 deu
cara, então 6 foi adicionado à xft e a treap contendo 4,5,6,8,9 foi dividida.

t← xft.find(Pair(ix))[1]
if t.add(x) then

n← n + 1
if random.randrange(w) = 0 then

t1← t.split(x)
xft.add(Pair(ix, t1))

return true
return false

Adicionar x a t leva um tempo O(logw). Exercício 7.12 mostra que
dividir t em t1 e t′ também pode ser feito em um tempo esperado de
O(logw). Adicionar o par (x, t1) a xft leva um tempoO(w), mas só acontece
com a probabilidade 1/w. Portanto, o tempo de execução esperado da
operação add(x) é

O(logw) +
1
w
O(w) =O(logw) .

O método remove(x) desfaz o trabalho executado por add(x). Usamos
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0? ? ? 1? ? ?

? ? ? ?

00?? 01?? 10?? 11??

000? 001? 010? 011? 100? 101? 110? 111?

0,1,2,3 8,10,11,134,5,6 8,9

Figura 13.9: Removendo os valores 1 e 9 de uma YFastTrie na Figura 13.8.

xft para encontrar a folha, u, em xft que contém a resposta para xft.find(x).
De u, obtemos a treap, t, contendo x e removemos x de t. Se x também foi
armazenado em xft (e x não é igual a 2w − 1), então removemos x de xft
e adicionamos os elementos da treap de x à treap, t2, que é armazenada
pelo sucessor de u na lista encadeada. Isso é ilustrado em Figura 13.9.

remove(x)
ix← int_value(x)
u← xft.find_node(ix)
ret← u.x[1].remove(x)
if ret then n← n− 1
if u.x[0] = ix and ix , 2w − 1 then

t2← u.next.x[1]
t2.absorb(u.x[1])
xft.remove(u.x)

return ret

Encontrar o nó u em xft leva um tempo esperado deO(logw). Remover
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x de t leva um tempo esperado O(logw). Novamente, o Exercício 7.12
mostra que mesclar todos os elementos de t em t2 pode ser feito em tempo
O(logw). Se necessário, remover x de xft leva um tempo O(w), mas x só
está contido em xft com probabilidade 1/w. Portanto, o tempo esperado
para remover um elemento de uma YFastTrie é O(logw).

No início da discussão, atrasamos a discussão sobre os tamanhos das
treaps nesta estrutura para mais tarde. Antes de terminar este capítulo,
provamos o resultado de que precisamos.

Lema 13.1. Seja x um inteiro armazenado em uma YFastTrie e seja nx o nú-
mero de elementos na treap, t, que contém x. Então E[nx] ≤ 2w− 1.

Demonstração. Referir-se à Figura 13.10. Seja x1 < x2 < · · · < xi = x < xi+1 <

· · · < xn os elementos armazenados na YFastTrie. A treap t contém alguns
elementos maiores ou iguais a x. Esses são xi ,xi+1, . . . ,xi+j−1, onde xi+j−1 é
o único desses elementos em que o lance de moeda tendencioso realizado
no método add(x) deu cara. Em outras palavras, E[j] é igual ao número
esperado de lançamentos tendenciosos de moeda necessários para obter
as primeiras caras.2 Cada sorteio é independente e sai cara com probabi-
lidade 1/w, então E[j] ≤ w. (Veja Lema 4.2 para uma análise disto para o
caso w = 2.)

Da mesma forma, os elementos de t menores que x são xi−1, . . . ,xi−k
onde todos esses k lançamentos de moeda resultam em coroa e o lança-
mento de xi−k−1 dá cara. Portanto, E[k] ≤ w−1, já que este é o mesmo expe-
rimento de lançamento de moeda considerado no parágrafo anterior, mas
aquele em que o último lançamento não é contado. Em resumo, nx = j+k,
então

E[nx] = E[j + k] = E[j] + E[k] ≤ 2w− 1 .

Lema 13.1 foi a última peça na prova do seguinte teorema, que resume
o desempenho da YFastTrie:

Teorema 13.3. Uma YFastTrie implementa a interface SSet para inteiros de
w-bits. Uma YFastTrie suporta as operações add(x), remove(x) e find(x) em
tempo esperado de O(logw) por operação. O espaço usado por uma YFastTrie
que armazena n valores é O(n + w).

2Esta análise ignora o fato de que j nunca excede n−i+1. No entanto, isso apenas diminui
E[j], então o limite superior ainda se mantém.
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xi = x xi+1 xi+2 xi+j−2 xi+j−1. . .
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︷                                                                                                    ︸︸                                                                                                    ︷elements in treap, t, containing x

︸                                                 ︷︷                                                 ︸︸                                      ︷︷                                      ︸
k j

Figura 13.10: O número de elementos na treap t contendo x é determinado por
dois experimentos de lançamento de moeda.

O termo w no requisito de espaço vem do fato de que xft sempre arma-
zena o valor 2w − 1. A implementação pode ser modificada (às custas de
adicionar alguns casos extras ao código) para que seja desnecessário ar-
mazenar esse valor. Neste caso, o requisito de espaço no teorema torna-se
O(n).

13.4 Discussão e Exercícios

A primeira estrutura de dados a fornecer operações add(x), remove(x) e
find(x) em um tempo O(logw) foi proposta por van Emde Boas e desde
então tornou-se conhecida como o árvore van Emde Boas (ou estratificada)
[72]. A estrutura original de van Emde Boas tinha tamanho 2w, tornando-
a impraticável para números inteiros grandes.

As estruturas de dados XFastTrie e YFastTrie foram descobertas por
Willard [75]. A estrutura XFastTrie está intimamente relacionada às ár-
vores van Emde Boas; por exemplo, as tabelas de hash em uma XFastTrie
substituem arrays em uma árvore van Emde Boas. Ou seja, em vez de ar-
mazenar a tabela de hash t[i], uma árvore van Emde Boas armazena uma
matriz de comprimento 2i.

Outra estrutura para armazenar inteiros são as árvores de fusão de
Fredman e Willard [32]. Esta estrutura pode armazenar n inteiros de w
bits em um espaço O(n) de modo que a operação find(x) execute em um
tempo O((logn)/(logw)). Usando uma árvore de fusão quando logw >√

logn e uma YFastTrie quando logw ≤
√

logn, obtém-se uma estrutura
de dados de espaço O(n) que pode implementar a operação find(x) em
tempo O(

√
logn). Resultados recentes de limite inferior de Pǎtraşcu e
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Thorup [57] mostram que esses resultados são mais ou menos ideais, pelo
menos para estruturas que usam apenas espaço O(n).

Exercício 13.1. Projete e implemente uma versão simplificada de uma
BinaryTrie que não tenha uma lista encadeada ou ponteiros de salto, mas
para o qual find(x) ainda é executado em tempo O(w).

Exercício 13.2. Projete e implemente uma implementação simplificada
de uma XFastTrie que não use um teste binário. Em vez disso, sua im-
plementação deve armazenar tudo em uma lista duplamente encadeada
e w + 1 tabelas de hash.

Exercício 13.3. Podemos pensar na BinaryTrie como uma estrutura que
armazena sequências de bits de comprimento w de forma que cada sequên-
cia de bits seja representada como um caminho da raiz para folha. Es-
tenda essa ideia em uma implementação SSet que armazena strings de
comprimento variável e implementa add(s), remove(s) e find(s) no tempo
proporcional ao comprimento de s.
Dica: Cada nó em sua estrutura de dados deve armazenar uma tabela
hash que é indexada por valores de caractere.

Exercício 13.4. Para um inteiro x ∈ {0, . . .2w − 1}, faça d(x) denotar a di-
ferença entre x e o valor retornado por find(x) [se find(x) retorna nil,
então defina d(x) como 2w]. Por exemplo, se find(23) retorna 43, então
d(23) = 20.

1. Projete e implemente uma versão modificada da operação find(x)
em uma XFastTrie executada em tempo esperado de O(1 + logd(x)).
Dica: a tabela hash t[w] contém todos os valores, x, de forma que
d(x) = 0, então esse seria um bom lugar para começar.

2. Projete e implemente uma versão modificada da operação find(x)
em uma XFastTrie executada em um tempo esperado deO(1+loglogd(x)).
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Capítulo 14

Pesquisa em memória externa

Ao longo deste livro, temos usado o modelo de computação com uma pa-
lavra de RAM de w-bits definido em Seção 1.4. Uma suposição implícita
desse modelo é que nosso computador tem uma memória de acesso ale-
atório grande o suficiente para armazenar todos os dados na estrutura
de dados. Em algumas situações, essa suposição não é válida. Existem
coleções de dados tão grandes que nenhum computador tem memória
suficiente para armazená-los. Nesses casos, a aplicação deve recorrer ao
armazenamento dos dados em algum meio de armazenamento externo,
como um disco rígido, um disco de estado sólido ou mesmo um servidor
de arquivos de rede (que possui seu próprio armazenamento externo).

O acesso a um item de armazenamento externo é extremamente lento.
O disco rígido conectado ao computador no qual este livro foi escrito tem
um tempo médio de acesso de 19ms e a unidade de estado sólido co-
nectada ao computador tem um tempo médio de acesso de 0,3ms. Em
contraste, a memória de acesso aleatório do computador tem um tempo
médio de acesso inferior a 0,000113ms. O acesso à RAM é mais de 2.500
vezes mais rápido do que acessar a unidade de estado sólido e mais de
160.000 vezes mais rápido do que acessar o disco rígido.

Essas velocidades são bastante típicas; acessar um byte aleatório da
RAM é milhares de vezes mais rápido do que acessar um byte aleatório
de um disco rígido ou unidade de estado sólido. O tempo de acesso, en-
tretanto, não conta toda a história. Quando acessamos um byte de um
disco rígido ou disco de estado sólido, um bloco inteiro do disco é lido.
Cada uma das unidades conectadas ao computador possui um tamanho
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x

disk

RAM

External Memory

x

x

CPU

Figura 14.1: No modelo de memória externa, acessar um item individual, x, na
memória externa requer a leitura de todo o bloco contendo x na RAM.

de bloco de 4096; cada vez que lemos um byte, o drive nos dá um bloco
contendo 4096 bytes. Se organizarmos nossa estrutura de dados com cui-
dado, isso significa que cada acesso ao disco pode render 4096 bytes que
são úteis para completar qualquer operação que estivermos fazendo.

Esta é a ideia por trás do modelo de memória externa de computação,
ilustrado esquematicamente em Figura 14.1. Nesse modelo, o computa-
dor tem acesso a uma grande memória externa na qual residem todos os
dados. Esta memória é dividida em blocos de memória cada um contendo
B palavras. O computador também possui memória interna limitada, na
qual pode realizar cálculos. Transferir um bloco entre a memória interna
e a memória externa leva um tempo constante. Os cálculos realizados na
memória interna são gratuitos; eles não levam tempo algum. O fato de
os cálculos da memória interna serem gratuitos pode parecer um pouco
estranho, mas simplesmente enfatiza o fato de que a memória externa é
muito mais lenta do que a RAM.

No modelo de memória externa completo, o tamanho da memória in-
terna também é um parâmetro. Porém, para as estruturas de dados des-
critas neste capítulo, é suficiente ter uma memória interna de tamanho
O(B + logBn). Ou seja, a memória precisa ser capaz de armazenar um
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número constante de blocos e uma pilha de recursão de altura O(logBn).
Na maioria dos casos, o termo O(B) domina o requisito de memória. Por
exemplo, mesmo com o valor relativamente pequeno B = 32, B ≥ logBn
para todos n ≤ 2160. Em decimal, B ≥ logBn para qualquer

n ≤ 1461501637330902918203684832716283019655932542976 .

14.1 O Armazém de Blocos - BlockStore

A noção de memória externa inclui um grande número de dispositivos di-
ferentes possíveis, cada um dos quais tem seu próprio tamanho de bloco
e é acessado com sua própria coleção de chamadas de sistema. Para sim-
plificar a exposição deste capítulo para que possamos nos concentrar nas
ideias comuns, encapsulamos dispositivos de memória externa com um
objeto chamado BlockStore. Um BlockStore armazena uma coleção de
blocos de memória, cada um com o tamanho B. Cada bloco é identificado
exclusivamente por seu índice inteiro. Um BlockStore oferece suporte a
estas operações:

1. read_block(i): Retorna o conteúdo do bloco cujo índice é i.

2. write_block(i,b): Grave o conteúdo de b no bloco cujo índice é i.

3. place_block(b): Retorne um novo índice e armazene o conteúdo de
b neste índice.

4. free_block(i): Libere o bloco cujo índice é i. Isso indica que o con-
teúdo deste bloco não é mais usado, então a memória externa alo-
cada por este bloco pode ser reutilizada.

A maneira mais fácil de imaginar um BlockStore é imaginá-lo arma-
zenando um arquivo em disco que é particionado em blocos, cada um
contendo B bytes. Desta forma, read_block(i) e write_block(i,b) simples-
mente lêem e gravam os bytes iB, . . . , (i+1)B−1 deste arquivo. Além disso,
um BlockStore simples pode manter uma lista livre de blocos que estão
disponíveis para uso. Os blocos liberados com free_block(i) são adicio-
nados à lista livre. Desta forma, place_block(b) pode usar um bloco da
lista livre ou, se nenhum estiver disponível, acrescentar um novo bloco
ao final do arquivo.
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14.2 Árvores B (B-Trees)

Nesta seção, discutimos uma generalização de árvores binárias, chamadas
de árvores B, que são eficientes no modelo de memória externa. Alterna-
tivamente, árvores B podem ser vistos como a generalização natural de
árvores 2-4 descritas em Seção 9.1. (Uma árvore 2-4 é um caso especial
de árvore B que obtemos definindo B = 2.)

Para qualquer inteiro B ≥ 2, uma árvore B é uma árvore em que todas
as folhas têm a mesma profundidade e cada nó interno não raiz, u, tem
pelo menos B filhos e no máximo 2B filhos. Os filhos de u são armazena-
dos em uma matriz, u.children. O número necessário de filhos é relaxado
na raiz, podendo ter entre 2 e 2B filhos.

Se a altura de uma árvore B é h, segue-se que o número, `, de folhas
na árvore B satisfaz

2Bh−1 ≤ ` ≤ (2B)h .

Tomando o logaritmo da primeira desigualdade e reorganizando os ter-
mos, obtém-se:

h ≤
log` − 1

logB
+ 1

≤
log`
logB

+ 1

= logB ` + 1 .

Ou seja, a altura de uma árvore B é proporcional ao logaritmo de base B
do número de folhas.

Cada nó, u, na árvore B armazena uma matriz de chaves u.keys[0], . . . ,u.keys[2B−
1]. Se u for um nó interno com k filhos, então o número de chaves armaze-
nadas em u é exatamente k−1 e estas são armazenadas em u.keys[0], . . . ,u.keys[k−
2]. As entradas restantes da matriz 2B−k+1 em u.keys são definidas como
nil. Se u for um nó folha não raiz, então u contém entre as chaves B − 1
e 2B − 1. As chaves em uma árvore B respeitam uma ordem semelhante
às chaves em uma árvore de pesquisa binária. Para qualquer nó, u, que
armazena k − 1 chaves,

u.keys[0] < u.keys[1] < · · · < u.keys[k − 2] .
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Figura 14.2: Uma árvore B com B = 2.

Se u for um nó interno, então para cada i ∈ {0, . . . , k−2}, u.keys[i] é maior do
que todas as chaves armazenadas na subárvore com raiz em u.children[i],
mas menor do que todas as chaves armazenadas na subárvore com raiz
em u.children[i + 1]. Informalmente,

u.children[i] ≺ u.keys[i] ≺ u.children[i + 1] .

Um exemplo de uma árvore B com B = 2 é mostrado na Figura 14.2.

Observe que os dados armazenados em um nó da árvore B têm o ta-
manhoO(B). Portanto, em uma configuração de memória externa, o valor
de B em uma árvore B é escolhido de forma que um nó caiba em um único
bloco de memória externa. Desta forma, o tempo que leva para realizar
uma operação na árvore B no modelo de memória externa é proporcional
ao número de nós que são acessados (lidos ou gravados) pela operação.

Por exemplo, se as chaves são inteiros de 4 bytes e os índices dos nós
também são 4 bytes, então definir B = 256 significa que cada nó armazena

(4 + 4)× 2B = 8× 512 = 4096

bytes de dados. Este seria um valor perfeito de B para o disco rígido ou
unidade de estado sólido discutida na introdução deste capítulo, que tem
um tamanho de bloco de 4096 bytes.

A classe BTree, que implementa uma árvore B, armazena um BlockS-
tore, bs, que armazena BTree nós, bem como o índice, ri, do nó raiz. Como
de costume, um número inteiro, n, é usado para controlar o número de
itens na estrutura de dados:
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0 1 2 4 5 7 8 9 11 12 13 15 16 18 19 20 22 23

3 6 14 17 21

10

16.5

Figura 14.3: Uma pesquisa bem-sucedida (pelo valor 4) e uma pesquisa malsu-
cedida (pelo valor 16.5) em uma árvore B. Os nós sombreados mostram onde o
valor de z é atualizado durante as pesquisas.

initialize(b)
b← b|1
B← bdiv2
bs← BlockStore()
ri← new_node().id
n← 0

14.2.1 Busca

A implementação da operação find(x), ilustrada em Figura 14.3, genera-
liza a operação find(x) em uma árvore de pesquisa binária. A pesquisa
por x começa na raiz e usa as chaves armazenadas em um nó, u, para
determinar em qual dos filhos de u a pesquisa deve continuar.

Mais especificamente, em um nó u, a pesquisa verifica se x está ar-
mazenado em u.keys. Nesse caso, x foi encontrado e a pesquisa foi con-
cluída. Caso contrário, a pesquisa encontra o menor inteiro, i, de modo
que u.keys[i] > x e continua a pesquisa na subárvore com raiz em u.children[i].
Se nenhuma chave em u.keys for maior que x, a busca continua no filho
mais à direita de u. Assim como as árvores de busca binária, o algoritmo
rastreia a chave vista mais recentemente, z, que é maior do que x. Caso x
não seja encontrado, z é retornado como o menor valor maior ou igual a
x.
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Figura 14.4: A execução de find_it(a,27).

find(x)
z← nil

ui← ri

while ui ≥ 0 do
u← bs.read_block(ui)
i← find_it(u.keys,x)
if i < 0 then

return u.keys[−(i + 1)] # found it
if u.keys[i] , nil then

z← u.keys[i]
ui← u.children[i]

return z

Central para o método find(x) é o método find_it(a,x) que pesquisa em
um array ordenado completado com nil, a, pelo valor x. Este método, ilus-
trado em Figura 14.4, funciona para qualquer array, a, onde a[0], . . . ,a[k −
1] é uma sequência de chaves em ordem classificada e a[k], . . . ,a[length(a)−
1] estão todos configurados para nil. Se x estiver na matriz na posição i,
então find_it(a,x) retorna −i − 1. Caso contrário, ele retorna o menor ín-
dice, i, de modo que a[i] > x ou a[i] = nil.

find_it(a,x)
lo,hi← 0, length(a)
while hi , lo do

m← (hi + lo)div2
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if a[m] = nil or x < a[m] then
hi←m # look in first half

else if x > a[m]
lo←m + 1 # look in second half

else
return −m− 1 # found it

return lo

O método find_it(a,x) usa uma pesquisa binária que divide pela me-
tade o espaço de pesquisa em cada etapa, para que seja executado em
um tempo O(log(length(a))). Em nosso ambiente, length(a) = 2B, assim
find_it(a,x) executa em tempo O(logB).

Podemos analisar o tempo de execução de uma operação find(x) em
uma árvore B, tanto no modelo de palavra-RAM usual (onde cada instru-
ção conta) quanto no modelo de memória externa (onde contamos apenas
o número de nós acessados). Uma vez que cada folha em uma árvore
B armazena pelo menos uma chave e a altura de uma árvore B com `

folhas é O(logB `), a altura de uma árvore B que armazena n chaves é
O(logBn). Portanto, no modelo de memória externa, o tempo gasto pela
operação find(x) éO(logBn). Para determinar o tempo de execução no mo-
delo palavra-RAM, temos que contabilizar o custo de chamar find_it(a,x)
para cada nó que acessamos, portanto, o tempo de execução de find(x) no
modelo de palavra-RAM é

O(logBn)×O(logB) =O(logn) .

14.2.2 Adição

Uma diferença importante entre as árvores B e a estrutura de dados Binary-
SearchTree de Seção 6.2 é que os nós de uma árvore B não armazenam
ponteiros para seus pais. A razão para isso será explicada em breve. A
falta de ponteiros pai significa que as operações add(x) e remove(x) nas
árvores B são mais facilmente implementadas usando recursão.

Como todas as árvores de pesquisa balanceadas, alguma forma de
rebalanceamento é necessária durante uma operação add(x). Em uma
árvore B, isso é feito por divisão de nós. Referir-se à Figura 14.5 para

290



h j m o q s

b d f u

A C E V
G I K N P R T

u
¢¢¢

u.split()
⇓

h j m o q s

b d f m

A C E V
G I K N P R T

u

u w
¢

Figura 14.5: Dividindo o nó u em uma árvore B (B = 3). Observe que a chave
u.keys[2] = m passa de u para seu pai.

o que segue. Embora a divisão ocorra em dois níveis de recursão, ela
é melhor entendida como uma operação que pega um nó u contendo
2B chaves e tendo 2B + 1 filhos. Ele cria um novo nó, w, que adota
u.children[B], . . . ,u.children[2B]. O novo nó w também pega as chaves mai-
ores B de u, u.keysB], . . . ,u.keys[2B − 1]. Neste ponto, u tem B filhos e B
chaves. A chave extra, u.keys[B − 1], é passada para o pai de u, que tam-
bém adota w.

Observe que a operação de divisão modifica três nós: u, u pai e o novo
nó, w. É por isso que é importante que os nós de uma árvore B não mante-
nham ponteiros para os pais. Se o fizessem, então os B+ 1 filhos adotados
por w precisariam ter seus ponteiros para os pais modificados. Isso au-
mentaria o número de acessos à memória externa de 3 para B+4 e tornaria
as árvores B muito menos eficientes para grandes valores de B.
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Figura 14.6: A operação add(x) em uma BTree. Adicionar o valor 21 resulta na
divisão de dois nós.

O método add(x) em uma árvore B é ilustrado em Figura 14.6. Em
um nível superior, este método encontra uma folha, u, na qual adicionar
o valor x. Se isso fizer com que u fique cheio demais (porque já continha
B − 1 chaves), então u será dividido. Se isso fizer com que o pai de u
fique cheio demais, então o pai de u também é dividido, o que pode fazer
com que o avô de u fique cheio demais, e assim por diante. Este processo
continua, subindo na árvore um nível de cada vez até chegar a um nó
que não está lotado ou até que a raiz seja dividida. No primeiro caso, o
processo para. No último caso, uma nova raiz é criada cujos dois filhos se
tornam os nós obtidos quando a raiz original foi dividida.

O resumo da execução do método add(x) é que ele caminha da raiz
para uma folha em busca de x, adiciona x a esta folha e, em seguida, sobe
de volta para a raiz, dividindo quaisquer nós excessivamente cheios que
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encontrar ao longo do caminho. Com essa visão de alto nível em mente,
agora podemos nos aprofundar nos detalhes de como esse método pode
ser implementado recursivamente.

O verdadeiro trabalho de add(x) é feito pelo método add_recursive(x,ui),
que adiciona o valor x à subárvore cuja raiz, u, tem o identificador ui. Se u
for uma folha, então x é simplesmente inserido em u.keys. Caso contrário,
x é adicionado recursivamente no filho apropriado, u′ , de u. O resultado
dessa chamada recursiva é normalmente nil, mas também pode ser uma
referência a um nó recém-criado, w, que foi criado porque u′ foi dividido.
Neste caso, u adota w e pega sua primeira chave, completando a operação
de divisão em u′ .

Após o valor x ter sido adicionado (para u ou para um descendente de
u), o método add_recursive(x,ui) verifica se u está armazenando muitas
(mais de 2B − 1) chaves. Se sim, então u precisa ser dividido com uma
chamada para o método u.split(). O resultado de chamar u.split() é um
novo nó que é usado como o valor de retorno para add_recursive(x,ui).

add_recursive(x,ui)
u← bs.read_block(ui)
i← find_it(u.keys,x)
if u.children[i] < 0 then

u.add(x,−1)
bs.write_block(u.id,u)

else
w← add_recursive(x,u.children[i])
if w , nil then

x← w.remove(0)
bs.write_block(w.id,w)
u.add(x,w.id)
bs.write_block(u.id,u)

if u.is_full() then return u.split()
return nil

O método add_recursive(x,ui) é um auxiliar para o método add(x),
que chama add_recursive(x,ri) para inserir x na raiz da árvore B. Se

293



Pesquisa em memória externa

add_recursive(x,ri) faz com que a raiz se divida, então uma nova raiz é
criada e recebe como seus filhos a raiz antiga e o novo nó criado pela
divisão da raiz antiga.

add(x)
w← nil

try
w← add_recursive(x,ri)

except DuplicateValueError
return false

if w , nil then
newroot← BTree.Node()
x← w.remove(0)
bs.write_block(w.id,w)
newroot.children[0]← ri

newroot.keys[0]← x

newroot.children[1]← w.id
ri← newroot.id
bs.write_block(ri,newroot)

n← n + 1
return true

O método add(x) e seu auxiliar, add_recursive(x,ui), podem ser anali-
sados em duas fases:

Fase descendente: Durante a fase descendente da recursão, antes de x
ser adicionado, eles acessam uma sequência de BTree nós e chamam
find_it(a,x) em cada nó. Tal como acontece com o método find(x),
isso leva um tempo O(logBn) no modelo de memória externa e um
tempo O(logn) no modelo palavra-RAM.

Fase ascendente: Durante a fase ascendente da recursão, após a adição
de x, esses métodos executam uma sequência de no máximoO(logBn)
divisões. Cada divisão envolve apenas três nós, portanto, esta fase
leva um tempoO(logBn) no modelo de memória externa. No en-
tanto, cada divisão envolve mover B chaves e filhos de um nó para
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outro, portanto, no modelo de palavra-RAM, isso leva um tempo
O(B logn).

Lembre-se de que o valor de B pode ser muito grande, muito maior
do que logn. Portanto, no modelo de palavra-RAM, adicionar um valor a
uma árvore B pode ser muito mais lento do que adicionar em uma árvore
de pesquisa binária balanceada. Posteriormente, em Seção 14.2.4, mostra-
remos que a situação não é tão ruim; o número amortizado de operações
de divisão feitas durante uma operação add(x) é constante. Isso mos-
tra que o tempo de execução (amortizado) da operação add(x) no modelo
palavra-RAM é O(B+ logn).

14.2.3 Remoção

A operação remove(x) em uma BTree é, novamente, mais facilmente im-
plementada como um método recursivo. Embora a implementação recur-
siva de remove(x) espalhe a complexidade por vários métodos, o processo
geral, que é ilustrado em Figura 14.7, é bastante direto. Ao embaralhar
as chaves, a remoção é reduzida ao problema de remover um valor, x′ , de
alguma folha, u. Remover x′ pode deixar u com menos de B − 1 chaves;
esta situação é chamada de underflow.

Quando ocorre um estouro negativo (underflow), u pega as chaves em-
prestadas ou é mesclado com um de seus irmãos. Se u for mesclado com
um irmão, o pai de u agora terá um filho a menos e uma chave a menos,
o que pode fazer com que o pai de u entre em underflow; isso é corrigido
novamente pedindo emprestado ou mesclando, mas a mesclagem pode
fazer com que o avô de u fique em underflow. Esse processo retorna à raiz
até que não haja mais underflow ou até que a raiz tenha seus dois últimos
filhos mesclados em um único filho. Quando ocorre o último caso, a raiz
é removida e seu filho único se torna a nova raiz.

A seguir, nos aprofundamos nos detalhes de como cada uma dessas
etapas é implementada. A primeira tarefa do método remove(x) é encon-
trar o elemento x que deve ser removido. Se x for encontrado em uma
folha, então x será removido dessa folha. Caso contrário, se x for encon-
trado em u.keys[i] para algum nó interno, u, então o algoritmo remove o
menor valor, x′ , na subárvore enraizada em u.children[i + 1]. O valor x′ é
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Figura 14.7: Remover o valor 4 de uma árvore B resulta em uma fusão e uma
operação de empréstimo.
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Figura 14.8: A operação remove(x) em uma BTree. Para remover o valor x = 10,
nós o substituímos pelo valor x′ = 11 e removemos 11 da folha que o contém.

o menor valor armazenado na BTree que é maior que x. O valor de x′ é
então usado para substituir x em u.keys[i]. Este processo é ilustrado na
Figura 14.8.

O método remove_recursive(x,ui) é uma implementação recursiva do
algoritmo anterior:

remove_recursive(x,ui)
if ui < 0 then return false # didn’t find it
u← bs.read_block(ui)
i← find_it(u.keys,x)
if i < 0 then # found it

i←−(i + 1)
if u.is_leaf() then

u.remove(i)
else

u.keys[i]← remove_smallest(u.children[i + 1])
check_underflow(u, i + 1)

return true
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else if remove_recursive(x,u.children[i])
check_underflow(u, i)
return true

return false

remove_smallest(ui)
u← bs.read_block(ui)
if u.is_leaf() then

return u.remove(0)
y← remove_smallest(u.children[0])
check_underflow(u,0)
return y

Observe que, após remover recursivamente o valor x do i-ésimo filho
de u, remove_recursive(x,ui) precisa garantir que esse filho ainda tenha
pelo menos B− 1 chaves. No código anterior, isso é feito usando um mé-
todo chamado check_underflow(x, i), que verifica e corrige um estouro
negativo no i-ésimo filho de u. Seja w o i-ésimo filho de u. Se w tiver
apenas chaves B−2, isso precisa ser corrigido. A correção requer o uso de
um irmão de w. Pode ser o filho i + 1 de u ou o filho i − 1 de u. Normal-
mente usaremos o filho i−1 de u, que é o irmão, v, de w diretamente à sua
esquerda. A única vez que isso não funciona é quando i = 0, caso em que
usamos o irmão diretamente à direita de w.

check_underflow(u, i)
if u.children[i] < 0 then return
if i = 0 then

check_underflow_zero(u, i)
else

check_underflow_nonzero(u, i)

A seguir, nos concentramos no caso em que i , 0 de modo que qual-
quer underflow no i-ésimo filho de u seja corrigido com a ajuda do filho
(i−1) de u. O caso i = 0 é semelhante e os detalhes podem ser encontrados
no código-fonte que o acompanha.
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Figura 14.9: Se v tem mais que B−1 chaves, então w pedir chaves emprestado a v.

Para corrigir um estouro negativo no nó w, precisamos encontrar mais
chaves (e possivelmente também filhos), para w. Existem duas maneiras
de fazer isso:

Pedindo emprestado: Se w tiver um irmão, v, com mais de B− 1 chaves,
então w pode emprestar algumas chaves (e possivelmente também
filhos) de v. Mais especificamente, se v armazena size(v) chaves,
então, entre elas, v e w têm um total de

B− 2 + size(w) ≥ 2B− 2

chaves. Podemos, portanto, mudar as chaves de v para w de modo
que cada um de v e w tenha pelo menos B− 1 chaves. Este processo
é ilustrado na Figura 14.9.
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Figura 14.10: Mesclando dois irmãos v e w em uma árvore B (B = 3).

Mesclando: Se v tiver apenas chaves B−1, devemos fazer algo mais drás-
tico, já que v não pode se dar ao luxo de fornecer chaves para w.
Portanto, mesclamos v e w como mostrado na Figura 14.10. A opera-
ção de mesclagem é o oposto da operação de divisão. Ele pega dois
nós que contêm um total de 2B− 3 chaves e os mescla em um único
nó que contém 2B−2 chaves. (A chave adicional vem do fato de que,
quando mesclamos v e w, seu pai comum, u, agora tem um filho a
menos e, portanto, precisa desistir de uma de suas chaves.)

check_underflow_zero(u, i)
w← bs.read_block(u.children[i])
if w.size() < B− 1 then # underflow at w

v← bs.read_block(u.children[i + 1]) # v right of w
if v.size() > B then
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shift_rl(u, i,v,w)
else

merge(u, i,w,v)
u.children[i]← w.id

Para resumir, o método remove(x) em uma árvore B segue um caminho
da raiz para a folha, remove uma chave x′ de uma folha, u e, em seguida,
executa zero ou mais operações de mesclagem envolvendo u e seus an-
cestrais e executa no máximo uma operação de empréstimo. Como cada
operação de mesclagem e empréstimo envolve a modificação de apenas
três nós, e apenas O(logBn) dessas operações ocorrem, todo o processo
leva um tempo O(logBn) no modelo de memória externa. Novamente, no
entanto, cada operação de mesclagem e empréstimo leva um tempo O(B)
no modelo de palavra-RAM, então (por enquanto) o máximo que pode-
mos dizer sobre o tempo de execução exigido por remove(x) no modelo
de palavra-RAM é O(B logBn).

14.2.4 Análise Amortizada de Árvores B

Até agora, mostramos que

1. No modelo de memória externa, o tempo de execução de find(x),
add(x) e remove(x) em uma árvore B é O(logBn).

2. No modelo palavra-RAM, o tempo de execução de find(x) é O(logn)
e o tempo de execução de add(x) e remove(x) é O(B logn).

O seguinte lema mostra que, até agora, superestimamos o número de
operações de mesclagem e divisão realizadas por árvores B.

Lema 14.1. Começar com uma árvore B vazia e executar qualquer sequên-
cia de m operações add(x) e remove(x) resulta em no máximo 3m/2 divisões,
mesclagens e empréstimos sendo executados.

Demonstração. A prova disso já foi esboçada em Seção 9.3 para o caso
especial em que B = 2. O lema pode ser comprovado usando um esquema
de crédito, no qual
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1. cada operação de divisão, fusão ou empréstimo é paga com dois
créditos, ou seja, um crédito é retirado cada vez que uma dessas
operações ocorre; e

2. no máximo três créditos são criados durante qualquer operação add(x)
ou remove(x).

Como no máximo 3m créditos são criados e cada divisão, fusão e emprés-
timo é pago com dois créditos, segue-se que no máximo 3m/2 de divisões,
fusões e empréstimos são realizados. Esses créditos são ilustrados usando
o símbolo ¢ nas Figuras 14.5, 14.9, e 14.10.

Para acompanhar esses créditos, a prova mantém o seguinte invariante
de crédito: Qualquer nó não raiz com B − 1 chaves armazena um crédito
e qualquer nó com 2B − 1 chaves armazena três créditos. Um nó que
armazena pelo menos B chaves e a maioria das 2B− 2 chaves não precisa
armazenar nenhum crédito. O que falta é mostrar que podemos manter
a invariante de crédito e satisfazer as propriedades 1 e 2, acima, durante
cada operação add(x) e remove(x).

Adicionando: O método add(x) não realiza mesclagens ou empréstimos,
portanto, precisamos apenas considerar as operações de divisão que ocor-
rem como resultado de chamadas para add(x).

Cada operação de divisão ocorre porque uma chave é adicionada a um
nó, u, que já contém 2B − 1 chaves. Quando isso acontece, u é dividido
em dois nós, u′ e u′′ tendo B−1 e B chaves, respectivamente. Antes desta
operação, u estava armazenando 2B − 1 chaves e, portanto, três créditos.
Dois desses créditos podem ser usados para pagar a divisão e o outro
crédito pode ser dado a u′ (que tem B−1 chaves) para manter a invariante
de crédito. Portanto, podemos pagar pela divisão e manter a invariante
de crédito durante qualquer divisão.

A única outra modificação nos nós que ocorre durante uma operação
add(x) ocorre depois que todas as divisões, se houver, forem concluídas.
Esta modificação envolve a adição de uma nova chave a algum nó u′ . Se,
antes disso, u′ tinha 2B − 2 filhos, agora tem 2B − 1 filhos e deve, por-
tanto, receber três créditos. Estes são os únicos créditos dados pelo mé-
todo add(x).
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Removendo: Durante uma chamada para remove(x), zero ou mais mes-
clagens ocorrem e são possivelmente seguidas por um único empréstimo.
Cada mesclagem ocorre porque dois nós, v e w, cada um dos quais tinha
exatamente B−1 chaves antes de chamar remove(x), foram mesclados em
um único nó com exatamente 2B − 2 chaves. Cada mesclagem, portanto,
libera dois créditos que podem ser usados para pagar pela fusão.

Depois que quaisquer fusões são realizadas, no máximo uma operação
de empréstimo ocorre, após a qual não ocorrem mais fusões ou emprés-
timos. Esta operação de empréstimo ocorre apenas se removermos uma
chave de uma folha, v, que possui B− 1 chaves. O nó v, portanto, tem um
crédito, e esse crédito vai para o custo do empréstimo. Esse único crédito
não é suficiente para pagar o empréstimo, então criamos um crédito para
completar o pagamento.

Neste ponto, criamos um crédito e ainda precisamos mostrar que a in-
variante de crédito pode ser mantida. No pior caso, o irmão de v, w, tem
exatamente B chaves antes do empréstimo, de forma que, depois, tanto
v quanto w têm B − 1 chaves. Isso significa que v e w cada um deve ar-
mazenar um crédito quando a operação for concluída. Portanto, neste
caso, criamos dois créditos adicionais para dar a v e w. Como um emprés-
timo acontece no máximo uma vez durante uma operação remove(x), isso
significa que criamos no máximo três créditos, conforme necessário.

Se a operação remove(x) não inclui uma operação de empréstimo, é
porque termina removendo uma chave de algum nó que, antes da ope-
ração, tinha B ou mais chaves. No pior caso, este nó tinha exatamente B
chaves, de modo que agora tem B − 1 chaves e deve receber um crédito,
que criamos.

Em ambos os casos — quer a remoção termine com uma operação de
empréstimo ou não — no máximo três créditos precisam ser criados du-
rante uma chamada para remove(x) para manter a invariante de crédito e
pagar por todos os empréstimos e mesclagens que ocorrer. Isso completa
a prova do lema.

O objetivo de Lema 14.1 é mostrar que, no modelo de palavra-RAM,
o custo de divisões, fusões e junções durante uma sequência de m opera-
ções add(x) e remove(x) é apenas O(Bm). Ou seja, o custo amortizado por
operação é apenas O(B), então o custo amortizado de add(x) e remove(x)
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no modelo de palavra-RAM é O(B+ logn). Isso é resumido pelo seguinte
par de teoremas:

Teorema 14.1 (Árvore B em Memória Externa). Uma BTree implementa a
interface SSet. No modelo de memória externa, uma BTree suporta as opera-
ções add(x), remove(x) e find(x) com tempo O(logBn) por operação.

Teorema 14.2 (Árvores B em Palavra-RAM). Uma BTree implementa a in-
terface SSet. No modelo de palavra-RAM, e ignorando o custo de divisões, fu-
sões e empréstimos, uma BTree oferece suporte às operações add(x), remove(x)
e find(x) em tempo O(logn) por operação. Além disso, começando com uma
BTree vazia, qualquer sequência de m operações add(x) e remove(x) resulta
em um total de tempo O(Bm) gasto para realizar divisões, fusões e emprésti-
mos.

14.3 Discussão e Exercícios

O modelo de computação de memória externa foi introduzido por Ag-
garwal e Vitter [4]. Às vezes também é chamado de modelo de E/S ou de
modelo de acesso ao disco.

As árvores B estão para a pesquisa de memória externa o que as ár-
vores de pesquisa binárias estão para a pesquisa de memória interna. As
árvores B foram introduzidos por Bayer e McCreight [9] em 1970 e, me-
nos de dez anos depois, o título do artigo da ACM Computing Surveys de
Comer referia-se a elas como ubíquas [15].

Como árvores de busca binárias, existem muitas variantes de árvores
B, incluindo árvores B+, árvores B∗, e árvores contadas B. Árvores B são
realmente onipresentes e são a estrutura de dados primária em muitos sis-
temas de arquivos, incluindo o HFS+ da Apple, o NTFS da Microsoft, e o
Ext4 do Linux; todos os principais sistemas de banco de dados; e armaze-
namentos de valores-chave usados na computação em nuvem. A pesquisa
recente de Graefe [36] fornece uma visão geral de mais de 200 páginas de
muitos aplicativos modernos, variantes e otimizações de árvores B.

Árvores B implementam a interface SSet. Se apenas a interface USet
for necessária, o hashing da memória externa poderia ser usado como
uma alternativa às árvores B. Existem esquemas de hashing de memória
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externa; veja, por exemplo, Jensen e Pagh [43]. Esses esquemas imple-
mentam as operações USet em tempo esperado O(1) no modelo de me-
mória externa. No entanto, por vários motivos, muitos aplicativos ainda
usam árvores B, embora requeiram apenas operações USet.

Uma das razões pelas quais as árvores B são uma escolha tão popular é
que frequentemente têm um desempenho melhor do que seus limites de
tempo de execução O(logBn) sugerem. A razão para isso é que, em confi-
gurações de memória externa, o valor de B é normalmente muito grande
– na casa das centenas ou mesmo milhares. Isso significa que 99% ou
mesmo 99,9% dos dados em uma árvore B são armazenados nas folhas.
Em um sistema de banco de dados com grande memória, pode ser possí-
vel armazenar em cache todos os nós internos de uma árvore B na RAM,
pois eles representam apenas 1% ou 0,1% do conjunto de dados total.
Quando isso acontece, significa que uma busca em uma árvore B envolve
uma busca muito rápida na RAM, através dos nós internos, seguida por
um único acesso à memória externa para recuperar uma folha.

Exercício 14.1. Mostre o que acontece quando as chaves 1.5 e 7.5 são
adicionadas à árvore B na Figura 14.2.

Exercício 14.2. Mostre o que acontece quando as chaves 3 e 4 são remo-
vidas da árvore B na Figura 14.2.

Exercício 14.3. Qual é o número máximo de nós internos em uma árvore
B que armazena n chaves (como uma função de n e B)?

Exercício 14.4. A introdução a este capítulo afirma que árvores B preci-
sam apenas de uma memória interna de tamanho O(B + logBn). No en-
tanto, a implementação fornecida aqui realmente requer mais memória.

1. Mostre que a implementação dos métodos add(x) e remove(x) dados
neste capítulo usam uma memória interna proporcional a B logBn.

2. Descreva como esses métodos podem ser modificados a fim de re-
duzir o consumo de memória para O(B+ logBn).

Exercício 14.5. Desenhe os créditos usados na prova de Lema 14.1 nas ár-
vores nas Figuras 14.6 e 14.7. Verifique se (com três créditos adicionais) é
possível pagar pelas divisões, fusões e empréstimos e manter a invariante
de crédito.
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Exercício 14.6. Projete uma versão modificada de uma árvore B na qual
os nós podem ter de B até 3B filhos (e, portanto, B− 1 até 3B− 1 chaves).
Mostre que esta nova versão de árvores B realiza apenas O(m/B) divisões,
mesclas e empréstimos durante uma sequência de m operações. (Dica:
para que isso funcione, você terá que ser mais agressivo com a mesclagem,
às vezes mesclando dois nós antes que seja estritamente necessário.)

Exercício 14.7. Neste exercício, você projetará um método modificado de
divisão e fusão em árvores B que reduz assintoticamente o número de
divisões, empréstimos e fusões, considerando até três nós por vez.

1. Seja u um nó cheio e seja v um irmão imediatamente à direita de u.
Existem duas maneiras de corrigir o estouro em u:

(a) u pode fornecer algumas de suas chaves para v; ou

(b) u podem ser divididas e as chaves de u e v podem ser distribuí-
das uniformemente entre u, v e o nó recém-criado, w.

Mostre que isso sempre pode ser feito de forma que, após a ope-
ração, cada um dos (no máximo 3) nós afetados tenha pelo menos
B+αB chaves e no máximo 2B−αB chaves, para alguma constante
α > 0.

2. Faça u ser um nó em estouro negativo e faça v e w serem irmãos de
u. Existem duas maneiras de corrigir o estouro negativo em u:

(a) as chaves podem ser redistribuídas entre u, v, e w; ou

(b) u, v, e w podem ser mesclados em dois nós e as chaves de u, v e
w podem ser redistribuídas entre esses nós.

Mostre que isso sempre pode ser feito de forma que, após a ope-
ração, cada um dos (no máximo 3) nós afetados tenha pelo menos
B+αB chaves e no máximo 2B−αB chaves, para alguma constante
α > 0.

3. Mostre que, com essas modificações, o número de fusões, emprésti-
mos e divisões que ocorrem durante as m operações é O(m/B).
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Figura 14.11: Uma árvore B+ é uma árvore B no topo de uma lista duplamente
encadeada de blocos.

Exercício 14.8. Uma árvore B+ ilustrada na Figura 14.11 armazena cada
chave em uma folha e mantém suas folhas armazenadas como uma lista
duplamente encadeada. Como de costume, cada folha armazena entre
B − 1 e 2B − 1 chaves. Acima desta lista está uma árvore B padrão que
armazena o maior valor de cada folha, exceto o último.

1. Descreva implementações rápidas de add(x), remove(x) e find(x) em
uma árvore B+.

2. Explique como implementar eficientemente o método find_range(x,y),
que relata todos os valores maiores que x e menores ou iguais a y,
em uma árvore B+.

3. Implemente uma classe, BPlusTree, que implementa find(x), add(x),
remove(x), e find_range(x,y).

4. Árvores B+ duplicam algumas das chaves porque elas são armaze-
nadas tanto na árvore B quanto na lista. Explique por que essa du-
plicação não soma muito para grandes valores de B.
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array circular, 39
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ArrayQueue, 38
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ArrayStack, 32
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árvore binária aleatória de busca, 152
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aleatorizada, 167
aleatória, 152
balanceada em tamanho, 146

árvore binária de busca aleatorizada,
167

árvore com raiz, 131
árvore contada B, 304
árvore de busca binária
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versus skiplist, 101
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árvore estratificada, 281
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árvore rubro-negra, 185, 193
árvore van Emde Boas, 281
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árvore binária completa, 217
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árvore genealógica de pedigree,
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árvore rubro-negra inclinada para a
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ataque de complexidade algorítmica,
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balanceada em altura, 207
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Bibliografia sobre Hashing, 125
BinaryHeap, 211
BinarySearchTree, 138
BinaryTree, 133
BinaryTrie, 266
binomial heap, 222
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bloco, 283, 284
BPlusTree, 307

busca em largura, 256
busca finger
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busca por indicador

em uma skiplist, 99

caminho, 247
caminho de busca
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em uma árvore binária de busca,
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caminho de pesquisa

em uma BinaryTrie, 266
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ciclo, 247
coeficientes binomiais, 12
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complexidade

espaço, 21
time, 21

complexidade no espaço, 21
complexidade no tempo, 21
componentes conectados, 263
constante de Euler, 11
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corretude, 21
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CubishArrayStack, 59
cuckoo hashing, 126
custo amortizado, 22
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código de hash, 103
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código de hash, 119
para arrays, 122
para dados primitivos, 120
para onjetos compostos, 120
para strings, 122

DaryHeap, 223
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deque, 6
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deque limitado, 69
descendente, 131
deslocamento para direita, 24
deslocamento para esquerda, 24
detecção de ciclo, 260
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disco de estado sólido, 283
disco rígido, 283
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DLList, 65
DualArrayDeque, 45
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e (constante de Euler), 11
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encadeamento, 103
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espaço desperdiçado, 55
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estrutura de dados randomizada, 16
estruturas secundárias, 276
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exponencial, 10
Ext4, 304

FastArrayStack, 37
fatorial, 12
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LIFO, 6
prioridade, 6
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6

fila FIFO, 5
fila LIFO, veja também stack, 6
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direito, 131
esquerdo, 131

filho direito, 131
filho esquerdo, 131
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floresta extensa, 263
folha, 133
fonte, 247
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função de hashing perfeito, 126
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grafo direcionado, 247
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grau, 254
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código de para arrays, 122
código de para strings, 122
código para dados primitivos,
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código para onjetos compostos,
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por sondagem linear, 111
tabela cuckoo, 126
tabela de dois níveis, 126
valor de, 104

hash multiplicativo, 106, 126
hash universal, 126
hash(x), 104
hashing

multiplica-soma, 126
multiplicativo, 126
por tabulação, 118
tabulação, 167
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hashing com encadeamento, 125
hashing da memória externa, 304
hashing multiplica-soma, 126
hashing perfeito, 126
hashing por encadeamento, 103
hashing por tabulação, 118, 167
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binário, 211
de esquerda, 222
emparelhadas, 222
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inclinada, 222
ordem do, 212
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heap emparelhada, 222
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lançamentos de moeda, 94
limite lnferior, 236
limite lnferior para ordenação, 236
LinearHashTable, 111
linearidade de expectativa, 18
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lista duplamente encadeada, 65
lista encadeada, 61
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eficiente em espaço, 69
simples, 61
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lista encadeada simples, 61
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binário, 11
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permutação aleatória, 152
pesquisa binária, 273, 290
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pesquisa web, 2
potencial, 49
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profundidade, 131
propriedade
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de heap, 157
inclinada para a esquerda, 193
sem aresta vermelha, 190

pseudocódigo, 23

quicksort, 230

RAM, 19
randomização, 16
RandomQueue, 58
reconstrução parcial, 171
RedBlackTree, 193
rede social, 1
remix, xii
RootishArrayStack, 50
rotação, 159
rotação à direita, 159
rotação à esquerda, 159

scapegoat, 171
ScapegoatTree, 173
SEList, 69
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serviços de emergência, 2
share, xii
sistema de arquivos, 1
skiplist, 83
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SkiplistSSet, 85
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sondagem linear, 111
SSet, 9
stack, 6
stdcopy(a0,a1,b), 38
string
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sumidouro universal, 263
System.arraycopy(s, i,d, j,n), 38

tabela de hash, 103
tabela de hash de dois níveis, 126
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amortizado, 21
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